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1. は じ め に

数学の全体系を支える４つの礎石は，数，集合，関数および群であり，

他の数学の諸概念はすべてこれに帰着させられる．他方，数学的な法則の

多くのものが，本質的には代数的な法則であり，代数はますます他の数学

の分野の基礎となりつつある．数学全体に対して，ますます増大する影響

力をもつ，その代数学の基礎こそ，群の概念モのものである．故に，群の

概念から研究を始めれば，効率的に現代代数学全般の研究を進めることが
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できるであろう1).

現代代数学は，古典的な代数学 は 勿論，数学諸分野から の 概念を一般

化，抽象化して理論を形成してきた．この総合的な現代代数学は，自然科

学や社会科学の分析手法として極めて重要な意義をもっているし，これら

の科学的認識を向上させるのに役立つであろう．本論文はこの目的のため

の前進の論理的な第一歩なのである2).

2. 群 の 定 義

ａ　半　　　 群

空でない集合Ｓに対して，写像/: ＳＸＳ→ＳをＳ上の２項演算(binary

operation), 代数的演算または略して演算という．Ｓ上り ２項演算/( α,&)

を α＊＆で表す，α＊＆がつねにＳ の１個の元となるとき，Ｓは演算＊に関

して閉じているといい，Ｓを演算＊を屯つ 代数系(algebraic system) と

い5.  a*b=a 十＆と表されるとき加法系(additive system), α*  b=ab と

表されるとき乗法系(multiplicative system) という．しかし，今後 は，

便宜上，上のよりな煩わしい記号 の区別をさけ，劭 でも場合によっては

α十& をも意味することにきめておく．なお，劭 を積，４十＆を和と呼ぶ1).

演算の定義された集合Ｓにおいて，結合法則(associative law)

(at>)c=a(bc)  C ∀a, b, ceS)　　　　　　　　　　　　　　　(2.1)

が成り立つとき，Ｓを半群(semigroup) といり．

命題2.1　 半群Ｓの元 α1,α2,…,a
 
 (n ≧3) について配列の順序を固定

し，演算を ｇ－１ 回施して得られるＳの元は，すべて( …((α1α2)叭)…)α．

に等しい．従ってその積を α1α2…α．と書く．

証明　7z に関する帰納法で示す. n ―3 のときは(2.1) にほかならない．

1) Alexandroff 〔A3 〕，p. 7. van der Waerden 〔Ｖ〕. pp< 1―2. 奥 川〔01 〕，

まえが きAllen 〔Ａ ４〕> P- 8-　浅 野〔A5 〕，はしが き.

2） 秋 月〔A1 〕> pp- 113―7. Birkhoff 〔Ｂ〕> pp- 9 ―10. Queysanne 〔Ｑ〕> pp-

7―9.

1） 渡 辺〔Ｗ〕，ｐ. 1. Alexandroff 〔A3 〕, pp- 56―9.
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7z≧4 とし, n ―1 個以下の元については成り立つと仮定する｡ α1,…,α。に

演算を ｓ－１回施して得られるＳの元αは，α1,…,ak (ゐくｇ) に ん－１ 回

演算を旌して得られる元 ＆と，ら｡1,…,α。に ｇ一応－1 回演算を 施して得

られる元･; との秡 ろｃに 等しい。仮定によって ｃ＝(…((恥卜l恥ぶ)ら,3)…

α。-1)叭 だから, (2.1) を用いて

α＝&(( …((α,÷1叭瓦)α抖3)…dn-1)α。)

＝０( …((α,＋1叭＋2)αA＋8)…α。_1))α。｡

従って，α＝(…((亀α2)α8)…α,1-1)α。＝α1α2･･･α。2)■

半群Ｓの元α自身の夕1個の積を α”で表すと，

Γan ―am÷”，( α″ｓ)”＝ｒ ”(∀m,  neN)｡　　　　　　　(2.2)

また，αの夕1個の和を ｇα で表すと，

ｓα十ｇα＝(四十n)a,  n(m α)＝(夕ｘｓ)α( ∀ｓ,夕(2.3)

半群Ｓの元ｇは

ａ ＝α( ∀αＥＳ) のとき，ｇをＳの右単位元，

ea―a ( ∀αＥＳ) のとき，･3をＳの左単位元

といい。

ae=ea= α( ∀αＥＳ)　　　　　　　　　　　　　　　(2.4)

をみたすとき，Ｓの単位元(identity,  unit element) という，このとき，

この半群を単位半群(monoid) という．Ｓ の単位元は存在すればただ１つ

に限る。実際，叭とg2 をＳの単位元とするとt ^1 ―'S102-^2*

半群Ｓが単位元をもつとき，αＥＳ に対して，

劭＝ｇ のとき，＆をαの右逆元，

Ｍ＝召のとき，＆をαの左逆元

といい，

ab=ba=e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.5)

をみたすときbeS をαの逆元(inverse element) という。逆元は 存在

すれば，ただ１つに限る。実際，&1 と1･2をαの逆元とすると，

2） 東郷〔T2 〕, P- 4. 浅野〔A5 〕> pp- 3―4. 奥川 〔01 〕，ｐ. 14.
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bt―bie―biQαb,) = (biα^b2=ebi=b2.

αの逆元をｒ1 で表す．またαoで表すこともある．ｇの逆元はｇである．

逆元をもつ元を正則元(regular element) という．２つ以上の正則元の積

も正則元である3).

半群Ｓの元 α,みは 劭＝Ｍ のとき可換(commutative) であるといい，

Ｓの任意の２元が可換のとき，Ｓは可換であるという．

例2.1　Z,  Q,R,C はいずれも加法 に 関して半群で，０が単位元，各元

αが逆元 －αをもつ．それらは乗法に関しても半群で,１が単位元であり，

Ｚ では ±1 のみが 逆元をもち, Q,R,C ではＯ以外の各元αが逆元1/ αを

もつ．

例2.2　7x ≧2 として，jX 上の９次正方行列全体の集合を Ｍ。(・) とす

ると，Ｍ。(ｇ) は行列の加法に関して可換な半群，行列の乗法 に 関して非

可換な半群である．

例2.3　 空でない集合ＳからＳへの写像全体の集合 亙 は, 写像の合成に

関して半群である，実際g,  h<=H とすると，任意の ｘＥＳ に対し，

CCfg)h-)Qx)=C か)( み(め)＝/(ｇ(み(め))＝/(( 加)(ｲ))

＝(/‘Qgh^Qx)･

従ってCfg)h=fQgh) ≫.

b 群

演算をもつ集合Ｇが半群を作り，さらに，単位元をもち，Ｇの各元が逆

元をもつとき，Ｇは群を 作るとい う. 2. aで述べたように，群Ｇの単位元

はただ１つに限り，それをｇで表す．また，群Ｇの各元ｘはただ１つの逆

元ｒl をもつ．単位元･3 と逆元ｒ1 に関して(2.4), (2.5) の条件をゆるめ

て，つぎのよりに，

定理2.2　 半群Ｇがxe'=x  (∀x^G') をみたす元ｇ’をもち，Ｇの各元

ｘに対し，り ＝ｇ’をみたすyeG をもつならば，半群Ｇは群である．

3） 山田〔Y2 〕, pp- 11―8. 浅野〔A5 〕> pp- 5－8･

4） 東郷〔T2 〕，ｐ. 5.　浅野〔A5 〕. pp- 1―2.
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証 明　ｘＥ Ｇ に 対 し ズタ＝ 召’な る ｙＥ Ｇ を と る と ，

j･＝j･ｇ’＝ 夕(り!)=(jyx)y.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( １)

夕ｚ＝･9' な る ｚＥ Ｇ を と り，( １) の 右 か ら掛 け る と，

ｓ'＝jμ＝((jy功ｙ〉Cyx)( が) ＝ 笄 み ＝jμ･

故 に ，ｙは り=yx=e' を みた す ． こ れを 用 い て ，

e'x=(xy)x=x(' 夕'X~) =  X<召’＝ズ

と な るか ら，ｇ’は Ｇ の 単 位 元 で あ り， 従 っ てjy は エ の逆 元 であ る． よっ て

Ｇ は 群 で あ る．・

定 理2.2 か ら右 単 位 元 ， 右 逆 元 で あ ろ うと ，群 の 定 義 に 支 障 は お こ ら な

い こ と が 分 か っ た ． 左 単 位 元 ， 左 逆 元 の 場 合 も同 様 であ るs).

群 の 定 義 か ら得 られ る 性質 を以 下 に 列 挙 す る.

(1) 群 Ｇ で は ， 簡 約 法 則(cancellation law)

α&＝αｃ今ろ＝ら　ba=ca^>b=c

が 成 り立 つ ，

(2) 群 Ｇ の ２元 α,みに 対 し て, ax ―b^ya ―l>･)を み た す た だ １ つ のxeG

Ｏ Ｅ Ｇ) が あ る．

証 明　 エ＝α-1& と す る と αズ＝αα-ib=eb=b. 逆 に ダＥ Ｇ がax' ―b を

み たす な ら ば ， 左 か ら α-1 を 掛 け て α-1αが ＝α-11｡ す な わ ち, x'=a~'b.

ヌ ＝& の 場 合 も ， 同 様 に 証 明 で き る. ■

(3) 群 Ｇ の 任 意 の 元 α に 対 し

aG=Gt  G α＝Ｇ．

た だ し ，αＧ は む( ｘＥＧ) 全 部 の 集 合を 示 し ，Ｇα はxa(x^G) 全 部 の 集

合 を 示 す. ｘ≒ 夕 な らば ，ａ ≒ 砂 と な るか ら，αＧ の元 の個 数 は Ｇ の元 の

個 数 と 等 し い ．αＧ ⊂Ｇ で あ る が ，元 の 個 数 を 比較 し て αＧ＝ Ｇ とた るこ

と が 分 か る ． 同 様 に し て Ｇα＝Ｇ と な る ． 性 質( ２) で, ax=b とな る ズが

存 在 す る こ と は, uG ―G と同 値 で あ り, ya ―b と な るjy が 存 在 す る こ と

は, Ga=G と 同値 であ る．

5） 東郷 〔T2 〕，ｐ. 6. 近藤 〔K1 〕. pp- 3-4.
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(4) 群Ｇでは ｇ ＝ｘ となる元 川ま単位元だけである．こ の元 エを巾等

元(idempotent element) という.

(5) 群Ｇの元x,  y に対し，

Qx~1')~1=x, Qxy)~1=y~1x~1　　　　　　　　　　　　　　　　(2.6)

証明　ｒl を元とすれば，ｒ1 の逆元はｘである．よって, (.x~1')~1=x･

つぎに, X-1X= ズズーl＝召と

(xy)  Or1*-1) = x(_yy~v) x-1=xex"1=xx らQy~1x~1')(_xy)=e

から(冫y)-1＝ﾀｰ1ｒ1 となる．Ｉ

一般に群Ｇの元

(jり;2…涙)-1＝ｘごl迴11…眤1.

(6) x を群Ｇの元とするとき，負の整数夕xに対してX"  = (x~l≫lと定め

ると，式(2.2M すべての整数 ｓ,ｇ に対して成り立つ6)．

群Ｇを，その元の個数が有限のとき，有限群(finite group), 無限のと

き，無限群(infinite group) とい う．Ｇ＝{司 を自明な群(trivial group)

といい，ｇと略記することがある．有限群Ｇの元の個数をＧの位数(order)

といって, IGI で表す．

群Ｇは可換な半群のとき可換群またはアーベル群(abelian group) とい

う．アーベル群における演算を表すのに，乗法の代りに加法(.x, y)*->x十ｙ

を用いることが多い．このときＧを 加法群(additive group) という．単

位元を零元(zero element) といい，０で表し,ｘの逆元を －ｘで表す．こ

れに対し,群の演算として乗法を用いたとき乗法群(multiplicative group)

といい，単位元を１で表すこともある7).

3｡ 群　 の　 例

ａ 数 と 行 列

例3.1　Z,Q, ・,Ｃ は加法群である．Ｑ,・,Ｃ からＯを除いた集合をそ

０

り
浅野 〔A5 〕> pp- 9―10.　東郷〔Ｔ２〕，ｐ. 6･

東郷 〔T2 〕，ｐ, 7. 松 坂〔M1 〕> pp- 46―7. 鈴木〔S4 〕> pp- 5-6.
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れぞれQ*,  R*, C* で表せば, Q*  R*, C* は乗法群である．

例3.2　 絶対値が１である複素数の全体は，乗法に関して群を作る．

証明　絶対値が１である任意の複素数は，極形式(polar form) で α＝

ｃｏり;十i sin x と書けるから，他にＧの元 β=cos  y十i sin ｙ をとると，

叩 ＝ｃｏｓ(ｘ十ｙ)十i sin (x十夕)，1 αβ1=1.

よって，積もまたＧの元となる．

さらにfG.G をとれぱ，結合法則

(αβ)/=cos  (,ズ十jy＋２)十i sin (x十jy十ｚ)＝α(βγ)

が成り立つ. l=cos O 十i sin 0 は単位元であり，元 αに対し，Ｇの元

β=cos  (一幻十i sin (一x)=cos  x―i sin x

を考えると，αβ＝1. よって，β＝ｒl である．Ｉ

例3.3　1 のｓ乗根( ルth radical root) (夕>i^N) の全体は，次のより

な乗法に関する位数夕xの群を作る．すなわち，

G=  J cos
甼

十i sin
甼k=0,1,2,

…, n―1.

証明　Ｇの任意の２元を

a=cos
甼

十zsin
甼,

 Z>=cos
甼

十z sin
甼

∂≦Ag ≦夕x－1 と

するとき，

必＝ｃｏs旦溘ま公三＋fsin 癌溘j二盈三＝ｃｏs甼+z
 sin

等

X･十g＝㎡ 十ｒ，1: 整数　O ≦ｒく夕x－1

となりab<=G.

結合法則は上の積の右辺の形から明らかに成 りたち，単位元は１．

∀αＥＧ として，α=cos
響

十i sin
寺

に対し,Ｇの元& ＝ｃｏs
丑皀Ξｊと

十z'sin
2(n ―k) π

- をとると, ab=ba=l. よって，Ｍまαの逆元である．●

１のＳ乗很の全体は次のようにも表せる．
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Ｇ°(1, z, z＼ ”z"-1} (z °ｃｏs
等

十i si゙
等)

．

特に 夕x＝2 のとき{1,-1),  w=4 のとき{1,  i, ―1, ―i]となる．

例3.4　jX 上の９次正則行列(regular matrix) 全体の集合は，行列の

乗法に関して群をなす．

証明　２つの夕z次の行列の積もまた7x次の行列で，積について結合法則

が成り立つ．単位元は９次の単位行列£である．なお，正則な行列ｙLに対

しては同次なその逆行列Ａ-1が存在し，ん4-1 ＝y1-1j＝£，この両辺の行

列式をとると|亠4-11＝|Å|μ-|=|E|=1. 故に|邉惆 ≒0，よって, A-1 も

またＧの元である．■

この行列の全体を ぶ上の一般線形群(genera 囗inear group) といって，

Ｇ£(n,R) で表す．特に行列式が１である行列全体の作る群を，ji上の特

殊線形群(special linear group) といって，S £(n,R) で表す．

例3.5　jl 上の９次の直交行列(orthogonal matrix) の全体は，行列の

乗法に関して群を作る．

証明　 ∀R,  TeG に対し

(五!T)'RT=T'R'RT=T'T=E.

故に積もまた直交行列である．行列の積については結合法則が明らかに成

り立ち，単位行列は直交行列であり，これが単位元をなす．他方，直交行

列の性質から ∀ji!ＥＧ に対し 茫 はその逆元である"  I

ｂ 群 表

有限群を Ｇ＝{αo,α1,‥･,α，-1}とする．α襾＝α，(り,,k=0,1, …,夕?-l)

なるとき，元α,の第丿行と元αjの第丿歹Uの交点に元 叭 とおいて作った行

列をＧの群表((group table) 或いは乗積表(multiplication. table) とい

う．

例3.6　Klein の４元群(Klein' four-group) を以下に説明しよう．位

一 一
1) 渡辺〔Ｗ〕, pp. 9―13. 東郷〔T2 〕, P- 7. 近藤〔K1X  PP- 5 ―6. 古屋

〔F3 〕，p. 59, 88.



(71)

数４の可換群を Ｇ＝{α0, dx,α2,α3} とし，そ の

群表を第１表に示す．

表を式に変換すれば，

α0α0－ α0

α0α1こ α1αO－ α1

α0α2 － α2α0 － α2

αOα3－ α3α0－ αS

α1α1＝ α0

α1α2－ α2α1－ αS

α1α8－ α3^1 ―α2

α2α2 － α0

α2α3－ αSα2＝ α1

αSα3 － α0.

304

α。 at ａま αj

a. ａ。 α| al α3

αχ αl αg α3 α2

α2 α2 α3 (ZO α1

αS a3 (ZZ al α0

第1 表 Klein の４元群

こ の 乗 法が ， 結 合 法 則 と交 換 法 則を み た す こ とは 容 易 に 確 か め ら れ る ．

ま た ，群 の 任 意 の 元 の 演 算 の結 果 は群 の 元 で あ る. αoは 単 位 元 であ る し ，

αoαo＝αo，αlαl＝αo，α2α2＝αo，αsfls ―αo の ４式 を み て も ， 各元 が そ れ 自 身

の逆 元に な っ て い るこ とが 分 か る ．

第 １表 の よ うに ， 群 表 の対 角 線上 の す べ て の 元 が 単 位 元 に な っ てい る と

き ， こ の 表 は 正 規(mormal) で あ る とい り2）.

例3.7　 ユ ー ク リ ッ ド空 間 で ， ２ 点 間 の 距 離 を か え ない 点 変 換を 合 同 変

換(congruent transformation) とい う． 合 同変 換 の 特 殊 な場 合 の １ つ に

回転(rotation) が あ る ． そ れ は 定 点 ０ の ま わ り の回 転 移 動 であ っ て ， 回

転 の 全 体 は 群 を 作 る． これ を ０ を 中 心 とす る回 転 群(rotation group) と

y1 召

第１図 正三角形

｀いう．

正三角形丿召Ｃをとり，モの中心０ のまわりの，例

えば時計の針と反対の方向へのあらゆる回転を考えよ

う（第１図）．この場合,２つ心回転が, 360・の整数倍

だけ異なる場合には，それらは同じものと考える．

三角形のあ らゆる回転のうち，三角形をそれ自身に移すのは，次の３つ

の場合だけである．すなわち, 120 °の回転, 240 °の回転および三角形のす

べての頂点を動かさず，従って，そのすべての辺をそれ自身に移す零回転

2)  Alexandroff 〔A3 〕, pp. 22 ―3. 渡辺〔WJ,  p. 5， 浅野〔A5 〕，ｐ. 51.
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である．２つの回転の積とは，回転をつづけて行うことである. 120 °の回

転と240°の回転の積は360 °の回転，すなわち零回転とな り, 240 °の回転を

２回行えば120 °の回転となる．

いま，零回転をaa,  120・の回転をait  240 °の回転を μ2で表すと，次の

関係が得られる．

αOα0－α0　　　　　　α1α1－α2

α0α1－α1α0＝α1　　α1α2－α2α1－α0

α0α2－α2α0＝α2　　α2$2―α1.

上 の 演 算 が ， 結 合 法 則 と交 換 法 則 を み た す こ とは 容

α0 al a2

αO αQ αl α2

α1 αχ α2 αO

叭 a2 α0 al

第２表 正三角形の

回転群表

易 に 確 か め 得 る． 任 意 の回 転 α に対 し ，α十α0＝α0十

α＝α とな る零 回転 α0が 存 在す る こ と も 明 ら か ． 最 後

に ， こ れ ら ３つ の 回 転 に は そ れ ぞ れ の逆 回 転 が 存 在す

る ．実 際 ，αO十αO＝α0 だ か ら， －αd＝α0， ま た ，α1十

α2＝αa+fli ―αO だ か ら ―at- α2， 一α2＝α1 で あ る．

よ って ， これ ら の回 転 は回 転群 を 作 る．

以上の回転の秡の規則 を 第２表のように，群表 に まとめることができ

るS).

例3.8　 正方形ABCD をとり，その中心のまわりの回 転で，正方形を

それ自身に移すものを考える．この場合にも, 360 °の擯数倍だけ異なる２

つ の 回 転 は す べ て 同 じ も の と考 え る． 従 っ て，

頂 点 が ４個 だ か ら， 全 部 で ４つ の回 転 が あ るこ

と に な る． す な わ ち，零回 転,90 °, 180 °, 270 °，

そ れ ぞ れ の 回 転 が あ る． こ れ ら の回 転 を ， そ れ

ぞ れ αO,α1,α2,両 で 表 そ り． こ の場 合 の群 表 を

第.3 表 で示 す4).

α0 α1 α2 α3

αO
a.

αl α2 α3

αl α| α2 a3 α0

a2 α2 α3 αQ. α1

α3 a3 αO α1 αX

第３表 正方形回転群表

3) Alexandroff 〔A3 〕> pp- 20 ―2.　Allen 〔A4 〕> pp- 165 ―6.　浅 野〔A5 〕，ｐ･

18. 渡辺 〔Ｗ 〕, pp- 16―7.･

4) Alexandroff 〔A8 〕，ｐ. 24.
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空でない集合Ｍ の自己全単射を，Ｍ における変換(transformation) と

い う．Ｍ における変換の全体は，写像の合成演算として群をなす．この群

を Ｍ における変換群(transformation ｇｒｏｕｐ）とい り．特に Ｍ が有限群

の場合，Ｍ における変換，変換群を それぞれ置換，置換群(permutation

group) とい う．

ａ 対 称 群

（yを集合M=(l,2, …,川 の任意の置換とするとき，

゛(沾)ぶ)≒&)) (4.1)

のように表す．置換は，各各のX･に対して 叭:ん)の値が分かれば，完全に

きまる．モれ故(4.1) の上の行の数がどういう順に.書いてあるかといり

ことは重要ではない．

２つの置換ら７の合成を通常９ と書き，これを乗法，積と呼ぶ，積９

を左合成という．しかし，同じ積を に･,すなわち右合成で表すことも少な

くない．２つの置換 叭ｒの秡は集合 Ｍ に先ず置換(yを施し，さらに，そ

れに引き続いて，置換ｒを施すことを意味する1).

命題4.1　 集合 Ｍ 上の置換全体には結合法則が成 り立つ．

証明aw で 心が 鳥 で置き換えられ．

(r(2)で 臨が 乙で置き換えられ．(y(3)

で12 が Ｓ,で置き換えられる

とすると．7(2)(y(1)で 心が12 で置き換えられるから，ｙs)((冖)丱)) では 心

がS2 で置き換えられる．同様に，岬)(y(2)で 臨がS2 で置き換えられるか

ら，(ｙ ％(2))jl) では 心がSa で置き換えられる．従って．

(y(s)((r(2)4y(1))＝((y(8)(7〈2))(y(1)２〉.■　　　　゛

９

幻

Alexandroff〔A3 〕> pp- 48-9･

Alexandroff 〔A3 〕，ｐ. 43.
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集合 訂 の恒等写像を恆等置換(identity permututation) と呼ぶ，各置

換 叫こはそれぞれ逆写像，すなわち，逆置換ｒl が 対応する.（yが(4.1)

の形をとるならば．

゛ ＝
（ﾏ ）ﾂﾞ ）プ? ））.　　　　　　　　　(4.2)

位数 夕zをもつ集合ど 上の置換の全体は群を作ることが 分かった．この群

を Ｍ 上のｓ次対称群(symmetric group of order 川）といって，S ，（訂），

またはＳ。で表す．対称群の位数IS 。| = n!. 対称群は可換ではない3）.

例4.1　M=  {1,2,3)の上の全置換を次のようにしるす．

２

２

ｄ
匚
Ｕ

＝向

２

３

な
Ｌ
Ｕ

＝叭

り
ゐ

１

だ
匚
口

＝吸

叭

―
叙
　

叭

．．以
　

叭

．．
叙

置換の積，例えば

O'sO'2

た

匚
り
’

μ

に
り
’

＝

２

１
　

２

３

C
Ｏ
　
1
-
1
 

ＣＯ
 

Ｃ
Ｏ
　
1
-１

２

３
　

２

１
　

２

２

に
レ
ロ
　

ハ

しにり
　

八

匚
り

＝
　
　
　

＝
　
　
　

＝

Ｑ
　
　
　

叭
　
　
　

叭

0502 は次のように求める．

叭

。
び

１

ｎ
Ｊ

冖
に

Ｑ

叭

。。叨

２
・

ｌ

た

匚
鬯

＝

貼

り

２

２

な

匚
り

叭

―
。呎

叭＝

叭

丿
μ

叭 叭 叭 ぴ3 叭 叭

叭 叭 (rl 叭 叭 叭 叭

叭 叭 叭 叭 叭 叭 叭

叭 叭 叭 叭 (ys 叭 叭

(５ 叭 叭 叭 叭 叭 叭

叭 叭 叭 叭 叭 叭 (rl

叭 叭 叭 (y4 叭 ぴ2 叭

第４表　 ３次対称群表

与えられた置換に対する逆置換は，与

えられた置換によって勦かされたすべて

の数字を，もとの場所にもどす置換であ

る．例えば，

ffa 1 こ

八
誚
呀

３

２

渺
に

Ｕ
＝

心叭

。
μ

２

３

政
レ
旨

叭

―
町

２

１

μ

し
り

＝ =at･

３次の対称群表を第４表で示す．群表

3) 松坂〔M1 〕, p. 48. 奥川〔01 〕, pp. 25―6.　浅野〔A5p,  pp. 16―7. 東郷

〔T2 〕，ｐ. 8.
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からある置換に対する逆置換を求めるには，左端にその置換がある行をと

り，この行で元(r,を探せばよい．すると，その列の上端に，与えられた置

換に対する逆置換が出ている．すべての置換の逆置換は次の通りである4).

j･o-1－夕o　　　　　　　夕3-1－夕4

九一1－夕l　　　　　　　y･'4 1 ― p3

j･2-1－夕2　　　　　　　X･6-1一如

ｂ 交 代 群

集合M=(l,2, …司 において21, iz,…,ir (2≦ｒ≦覡)がＭ の相異なる元

で，涎 の置換が

叭:ii) ― iz,…,叭:ir-i)=i。， 叭:乙)＝il，

(y(ん)＝寿( ∀ん≒ii, iz,…元)

のとき，置換(yを長さｒの巡回置換(cycle,  cyclic permutation) といっ

て, 0'1? 2…心) で表す．ここで 叭:ゐ)＝んは省略される．すなわち，

･＝にｲ 言) ＝(‘.4ぺ)．

(iiiz-･･ir')はf2 から始めて(f, 沁1…ijl…μ1) と書いても，同 じ 巡回置換

である．特に，長さ２の巡回置換を 互換(transposition) といり．すなわ

ち，互換( μ) は

回 ＝(け

(7を任意の置換とするときi<=M に対して，ダ(fl)＝f1 なる最小のｒを

とり, ara0i) =ね＋1(1≦ｓ≦り とおくと, o  tx 21, i2,…ｊ．の順 に 巡回し

て，巡回置換(11 か･･眤) が得られる( 第２図参照)．

4) Alexandroff 〔A3 〕> pp- 39 ―44.

夕z個 の文字 の対 称式 とは，＆ の任意 の置換 で 変 わらない 多項式のことであ

る．例えば，式 ｘl十ｘ2十ｘ3は， 置換

&＝　1　2　3 ）（

α1　α2　α3

に よる任 意の置換at=a  (i) (i=l,  2,3) のもた らす な1十恥2十恥3 と一致す

るか ら，そ れは対称式であ る． 同様に, XlX2十ｘ2翻十*3*1, Xi十ｘ2十ｘ3 も対称式

で ある(Adexandroff 〔A3 〕，p. XT).
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この巡回の中に現れないjlEM をとって，同様に

巡回置換(jj2 …jに)が得られる．これを続けて，

(r＝(島臨…島)…(yly2…j，)(f1ら…心).　(4.3)

ここで長さ１の巡回置換は省略される6).

綰２図 巡回
例4.2  o=

き，数字の順次移送を分析すれば，

μ

卜
Ｓ

2 3 4 5 6

4 5 7 1 6

八

創
が与えられ た と

１二 ３二 ５二1:　C,(1) ＝3，♂(1)＝5，♂(1)＝1，

2 二 ４二 ７二 ２：　べ2)。4，玳:2)=7, ♂(2) =2,

6 二6.

よって，

叭

。
以

４

７

た

ににｕ

叭

。
Ｕ

ｃ
ｏ

　
i
n

内
に
旧

＝ (2 4 7)(1 3 5)".

巡回置換(fl か･･心) は

(以2…心)＝(以．)(以，-1)…(以2)

と書けるから，任意の置換は互換の積として表せる．

(4.4)

各置換り ま幾通りにも互換表示できるが，モの因子の個数が偶数になる

か，奇数になるかは，各(rによっていずれか一方にきまる．それぞれの場

合，(yを 偶置換(even permutation), 置換(odd permutation) とい

り．

命題4.2 置 換o^S 。を ∠１＝　ｎ( Ｘ,一馬) に 施 せ ば， 叭:j)＝
1≦fくj≦n

( －1)’ｊ となる．ただし<J  = Tr…TzTl (ri, T2,…,ｒ，:互換) とする7).

証明　ｊに対する置換は，

べj) ＝ｒ，(…(ｒ2(t･1(j)))…).

5） 永尾〔N1 〕, pp. 30 ―4. 東郷〔T2 〕，ｐ. 8.

6） 奥川〔01 〕，ｐ. 27･

7） ｊ は文字ZI, χ2,…,Xn の差積(difference･product,  Differente) であっ て，

整係数の多項式 とな る．
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置 換 の 実 行 に 先 立 ち ｊ を 分 析 す れ ぱ ， ∠1は 次 の形 の 因 子 全 体 の積 に 等 し

X,≒　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'

(ｲ) X,-X,　　　　　　(1 ≦i＜j ≦7x:j ≒夕,９：ｊ≒Ａ 分

㈲( 瓦 一Ｘ,)( 瓦 一 石)(1 ≦j≦ 蹈 ．

㈲( Ｘ, 一瓦)( 瓦 一 石)( 夕<k<q).

(=■) CXP 一 局)( 石 一 局)(9 ＜j ≦ 玩)．

吩 馬 一石 ．

い ま ， 任 意 の互 換 を ７＝( 夕ざ)(1 ≦夕くg ≦ 川) と し， これ らに ｒを 作 用

さ せ る と き ， 因 子(ｲ)－ ㈲ はい ず れ も 結 局 は 不 変 に 終 わ り， 因 子 吩 だけ が

ー( 馬 一 石) に な り，７(j) ＝ －ｊ と な る ． 従 っ て ．

叭:ｊ) ＝ｒ。(…(池(ｒl(j))) …) ＝( －1) ’∠1.・

以 上 に よ り， 置 換(r の符 号(signum,  sign, signature) が 次 の よ うに 定

義 さ れ る8).

－ ＝ 心) ＝ 仁
？ 噐 訟

位 数7x な る 集 合 Ｍ に対 す る， 偶 置換 の積 は 偶 置 換 であ り，偶 置 換 の 積

に は 結 合 法 則 が 成 り立つ ． 恆等 置 換 は 偶 置 換 で あ る か ら単 位 元 とな る ． 最

後 に ， 互 換 ７に 対 し て は 明 らか にr_1=r であ る か ら， 偶 置 換 の 逆 置 換 は

ま た 偶 置 換 で あ る ． 故 に ， 偶 置 換 の 全 体 は 群 を な す ． こ れ を ９ 次交 代 群

(alternating group of order 覡) とい い ，y1。で表 す9).

命 題4.3　 対 称 群 瓦 の うち 偶 置 換 と竒 置 換 は 同 数 で あ る ．

証 明　 相 異 な る偶 置 換 の 全 体をCl,  Cz,…, 卵 と す る． い ま ， １つ の 互 換

７ を と る と，91,92, …,ｒのv は 竒 置 換 とな り，い ず れ も 相 異 な る ． 他 方 ，

任 意 の 竒 置 換 ω に 対 し ，Γω は 偶 置 換 に な る か ら ， ど れ か の 番 号ｉ に つ い

8) 奥川 匸01〕, pp.  27―8.　東郷 〔T2 〕，ｐ. 9.　古屋〔F3 〕> pp- 29―31. 福井

〔Ｆ２〕, pp- 1 ―5. 浅野〔A5 〕> pp- 26 ―9. Alexandroff 〔A3 〕. pp- 48 ―53･

松坂〔Ｍ ２〕, pp. 167―71.

9) Alexandroff  £A  3〕, pp. 52―4.　矢ヶ部 〔YI 〕> pp- 255-69･

ｊ は互換ｒに よりｒj ＝－ｊ とな るので，交代 式，詳し くは最簡交代(sim･

plest alternating expression) と呼ば れる．なお，j2 は対 称式とな る．
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て Γω＝の となる。これに ｒ を 左乗して ω＝ｒの が 得られるから, Tffi,

ｒ(y2,…,ｒのｙは相異なる竒置換の全部である。よって，μj ＝|ｒｙ1ふ ●

IS。|＝創 であり，Ｓ。=A
 ctA

。だから，上の命題によりlj 。|=m!/210>｡

叭,ぴ２Ｅｓ。に対して

((ｗ2) ∠/ = <71 (ff2 J) = B (<72)<7i∠1＝s((yl)s((y2)∠1･

故に，

s(らr2)－ｓ(池)ε(べ)。

5. 部　 分　 群

ａ 部 分 群

群Ｇの部分集合∬が，それ自身Ｇにおけ る演算に よって群をなすとき，

jEfをＧの部分群(subgroup) という．特にＧと異なるＧの部分群をＧの真

部分群(proper subgroup) という．

例5,1　 加法群 Ｚ⊂Ｑ⊂ｊＸ⊂Ｃ，乗法群Q ＊⊂jX＊⊂Ｃ＊について，各各は

その後にくる群の真部分群である．

例5.2　S £（馬jX）は Ｇ£（:w, R) の部分群，儿 は 瓦 の部分群である气

例5.3　 対称群S3 の位数２の部分集合は，すべて り･
 A)  0=1,2, …

，

5）とい う形をしている．しかし，S3 の群表（第４表）を 検討すれば，全

部でeCi ―5 個の部分集合のうち，｛か,P:}> {夕0, pz]お よび｛夕o,夕8｝だけ

が部分群である．同様にして，位数３の部分群は，全部で5^2
 ―10

個の部

分集合のうち，｛夕o,夕3, Pl}だけであることが分かる．位数４の部分群を確

かめるには，♪oを含む４つの元からなる5C3 ―10 個の部分集合，位数５の

場合を確かめるには，♪oを含む５つの元からなる5C4 ＝･5個の部分集合の

全部につい て調べればよい．しかし，S3 には位数４お よ び５の部分群は

存在し な い（その理由は４と５が|Ss|=6 の約数でないこと，つまり，

101） 奥川 〔01 〕p.  28. Alexandroff 〔A3 〕, p.  54.　東郷I〔Ｔ２〕，p. 9.　鈴木

〔S4 〕, pp. 283―5.

1） 東 郷〔Ｔ２〕，ｐ. 9.
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Lagrange の定理による)2).

定理5.1　 群Ｇの空でない部分集合jﾓfがＧの部分群であるための必要十

分条件は，

a)  x,y<=H 今り ∈罵

b)  x<=H; 〉X-1∈且

証明　丑をＧの部分群, x,y^H とする．り は丑におけ るｘ,夕の積と同

じであるからり ∈H.  H の単位元を,･’とすると, e'e'=e'. G におけるｇ’

の逆元を左から掛けてe'=e.　 従って，ｒl は丑におけ るズの逆元と一致

して ｘ-1∈耳．

逆に ａ)，b) を仮定する. ａ) によって Ｇにおける演算はｇ における演

算をひきおこす.j7 は明らかに結合法則をみたす.jf ≒φ だから∬の元 ズ

を 選ぶと，b) によってｒｌＥど．従って，ａ)により･e=xx-1 ∈∬. 故にｅ

は単位元である．∬が群をなすことが分かった３)．Ｉ　'

定理5.1 をさらに進めて，つぎの効率化した定理を得る．

定理5.2　 群Ｇの空でない部分集合丑がＧの部分群であるための必要十

分条件は，

c ) x,  yeH'.⇒り-1 ∈∬．

証明　先ずｃ)が十分条件であることを証明する. x<=H^e=xx ∈丑･

よって，j;-1＝ａ-1 ∈H.  x, 夕∈耳今夕-1∈耳．従ってり ＝ズ(夕４)-１∈∬．故

に耳は定理5.1 の条件をみたす．

ｃ) が必要条件であることは明らか45. I

群Ｇの部分集合人 召に対して, AB=[ り ＼x<=A, yeB],  A-1  {x-1|xeA)

とする．特に ｊ＝{司 または ｊ＝図 のとき, AB をそれぞれｘ召,且夕で

表す．こ の記法によれば，先 の 条件 ａ}，b)，ｃ) はそれぞれ 仞7 ⊂罵

耳-1⊂H,  HH-1 ⊂耳 となる. H-1 ⊂耳 はH~l=H と同値である．またH

幻

幻

蜀

Alexandroff 〔A8 〕，ｐ. 45-6･

東 郷 〔T2 〕, pp- 9 ―10･

東 郷 〔Ｔ２〕，ｐ． １０． 浅 野 〔Ａ ５〕，ｐ． ３７． 都 筑 〔T5 〕, p.  22. 松 坂 〔M1 〕，

pp. 51 ―2.
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がＧの部分群ならばHH=H,  H-'=H.

群Ｇの部分群の任意の集合 固 ぶ ∈司 に対し，∩瓦 はＧの部分群であ
λ

る．実際，∩瓦 はｇを含み，条件ｃ）をみたす5）.
λ

b 生 成 系

Ｓを群Ｇの空でない部分集合とする．Ｓを含むＧの部分群は存在する，

例えば，Ｇ自身である．Ｓを奢むＧのすべての部分群の共通部分は，Ｓを

含む最小の部分群である．これをＳの生成する部分群といって，〈Ｓ〉で表

す．Ｓをモ の生成系(generator system) という．こ の と き，集合Ｓは

箚心…n  (n<=N,  xtsS または ズ,-１ＥＳ）の形の元全体から成る集合と一

致 す る．群Ｇの部分集合S2（λＥｊ）が与えられたときは，〈Sa（λＥｊ）〉，

〈51, $2,…,＆ 〉または〈GS, 〉で表す．集合の元から生成される部分群と
i=1

考瓦れば〈X1, X2,…，翦〉＝〈｛ズ1μ2,･･･,ズJ〉で表す．

ある群のすべての元をとれば，それはモの群の自明な生成系となってい

る．従って，どんな群にも生成系は存在する6）.

例5.4　 直交座標系平面におけ る座標ｘ,夕が共に整数であるとする．点

P(x,  y)全体の集合をＧで表す．次の加法を定める．すなわち，？1（ｘl,yl），

Pz(x2, y2~)の和 と は, XS  = X1十為，夕s＝夕1十ｙ2を座標とする点PsCxs,  ys)

であるとする．この加法の定義により集合Ｇはアーベル群になる．この群

の生成系は２点(0,1),  (1,0) である．

加法群としての複素整数の生成系も上と同様である7）.

ｃ 巡 回 群

各元が特定の元αの累乗（巾，poｗｅｒ）になる群を，４から 生成される

巡回群(cyclic group) といい，〈α〉で表し，αを巡回群の生成元(gene-

rator) とい う，群Ｇの元αか ら生成される〈α〉は，Ｇの元の集合であっ

て，巡回部分群と呼ばれる8）.

ｊ

り

り

５

tｎ

　
c
d
　
o

　
ｃ
ｏ

東 郷〔T2 〕，ｐ， 10. 都筑〔T5x  pP. 23―4･

東 郷〔Ｔ２〕, p. 10. 鈴木〔S4 〕, pp. 10―1.

Alexandroff 〔A3 〕> pp- 77―8.

Alexandroff  £A3 〕，p. 70.　浅 野〔A5 〕，p. 20.
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αfαみーαみα1－α1十み

で あ るか ら， 巡 回 群 は ア ーベ ル 群 で あ る．

ｊと ｙが 異 な る と き，４'と αjが 常 に 異 な る な らば ， こ の 群 は

…, a~2tα-1, a°=e,α,が, …　　　　　　　　　　　　　　　　　　(5.1)

か らで き る 無 限 巡 回 群 で あ る． そ うで な い 場 合 に は

α ＝゙α゛(h> ん)

と な る み,んが 存 在 す る． 両 辺 にｒ ゛を 右 乗 す れ ば

ah-k ―e  (h 一身＞O)･

い ま，ｇ をa"=t･ と な る 最小 の 自 然 数 と す れ ば ， 元

α ＝゚らα,α2,…,α”‘l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(5.2)

はす べ て相 異 な る ．

証 明　 仮 りに が＝α々O ≦ 夕＜ｇ≦夕1－1 で あ る とす る と，

･2'-*=e　O く９－夕≦n ―1･

し か る に ，ｓ はan ―e とな る最 小 の 自然 数 で あ る か ら， が≒α･．Ｉ

ｊを 任 意 の 自 然 数 と す る と ， 整 数 の除 法 定 理(division theorem) に よ っ

て ，

j＝ 呵 十ｒ　Ｏ≦ｒ＜ 刄

と な る正 整 数g, ｒ が 存 在 す る か ら，

α1－α”1＋「－(α")<a'一召α －゙α゛

とな る． 特 に が＝･･な らば, r=0 とな り，ｆは ｇ で 割 り切 れ る9).

α'は りi,  a＼…, a"-1 の ど れ か と一 致 し ，こ れ ら の 川 固の元 が 位 数 夕xの 有

限 群 を 作 る． こ の位 数 を 元 αの 位 数 とい う， 位 数7x の 巡 回 群を Ｃ。で 表 す ．

9) 松坂〔:M1〕，ｐ. 5.浅野〔A5 〕. pp- 20―1. Alexandroff 〔A3 〕，ｐ. 72･

i が負のときも, n>Q で割ったときの余り冖ｉ矢張り正となる．それには次

のようにする. －i は正だから，次の形に表される．

一i―q'n十r' g' ≧0，0 ≦r'<n

すると，

i＝一力≪―r'= ―(/+!) ≪十(夕t―r'') 0 ≦夕x－夕.'＜夕x･

こ のとき, -C ≪'+D を，負の整数ｉを正整数7zで割ったときの商，正整数

7z一ｒ'をこのとき○余りという．
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元･Z の位 数 がｇ な ら ば，〈α〉でC5.1) の よ うに 元 の無 限 の 列 が 並 ん で い る

と し て も ， モ の 全 体 は(5.2) の無 限 の く り返 しに な る10) 実 際 に 計 算 し て

み る と，

(5.1) の右 方 に位 置 す る 数　　(5.1) の左 方に 位 置 す る数

α≪+l ―α”α－α　　　　　　　　　 α~1=a"α‾1－α″‾1

an^=anaz-= α2　　　　　　　　 α‾2＝α”α‾2＝α”‾2

E　　　　　　　　　　　　E

a^-l=an α”‾1－α“‾1　　　　　　α‾(“‾1)＝α”α‾(”‾1)－α

a2"一 召　　　　　　　　　　　　　a~>l=α”α-n=a<‘一 召

α2”÷1－α　　　　　　　　　　　　　E

E

α0 ａ a2 a3 ● ●●

a"~2 an~'

ａ° α0 α α耆 α3 ● ● ● αn°2 a""

α ａ a2 a3 a4 ● ● ● a"~' α0

a2 α2 α3 a4 α5
● ●● a" ａ

a3 α3 a4 αS α6 ● ●● α a2

●

幽
●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●
●

● ● ●
● ● ●
● ● ●

●

●
●

●
●
●

a"-2 fln~2an~l a9 α ● ● ● ａｎ‾･ a"-‘

o"-' a1"' か α αX ●● ● ａｎ`３ an~3

第5 表　Ｇ 群表

例5.5　7x を任意の自然数と

す る と き，位数ｇの巡回群 は

存在す る．複 素 数 ｚ＝ｃｏs
等

十fsin
なｰ

をとれば，が＝１ で

1, 2,…,ｚ“‘1 が 位数7z の巡回群

を作るからである11).

拉数7x の巡回群表を第５表に

示す．この表は実は第２表，第

３表と同じ性質をもってい る．

とい うことは，巡回群 と回転群

は同型(isomorphic) であるとい うことである12).

命題5.3　 巡回群Ｇの部分群瓦は巡回群である．

証明　Ｇ＝〈ズ〉，ど≒ 圀 とする. x"<=H な る最小の正整数ｇをとる．

炉∈耳 とすると, m  = nq十ｒO ≦ｒ＜ｇ なる整数9,ｒがある．が'＝(が)り;’，

従って, xr=(O “'が'∈耳，夕1の選び方 か らr=0. 従ってm~nq. すな

功
蹈
匐

Alexandroff 〔A3 〕，ｐ. 73･

浅 野CA5 〕，ｐ， 21，

Alexandroff 〔A3 〕，ｐ， 75.



(83)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　292

わちｒ ＝(が) ．゙故にj7 ＝り ”〉13).■

例5,6　 ×i> Xz,…,xn<=Z の最大公約数(greatest common divisor) を

gcd  (Xi, x2,…,碗) で表す．加法群Ｚ蹂１を生成元とする巡回群であ る.

H= 〈X1, x2>…,ズ．〉とす る と，命 題5.3 によって 耳＝〈j 〉.こ の と き

gcd  (Xi, xz,…,翦)＝ｊ で Σ 回向 なるm^Z　 １≦i≦刄 がある.
f=1

実際，各 ズ,はど の元としてｊ の倍数である．故にｄはXi,  Xi,…,翦 の

公約数であ る.d' をXi,  Xi,…,翦 の任意 の 公約数 と す る と，蜀＝夕,d’

ｙ‘<^Z  (1≦f≦n).  H °{jlX μ鵬ｅＺ(1 ≦j≦”)}であるから'

j ＝j1 辨尚 ＝(jl 呎
″jy')j’

すなわち ぷはｄの約数である．故にgcd  (Xi, x2,…,x
 ')=din.

巡回群 Ｑ＝〈α〉の生成元は１つだけとは限らない．それは全部で

α’(1≦ｒ≦n―1, r は夕xと互いに素)

である．位数7xの巡回群の生成元の数は1,2, …,71のうちで，ｇと素であ

るものの個数<p(n)に等しい，自然数の上で定義された関数？をEuler 関

数という15).

d　中心化群

群Ｇの部分集合Ｍ の各元･;(∀c<=M) と可 換なＧの元全部 の集合

{ｘＥＧＩ∀c&M,  cx=xc] は群を 作る．これをだの中心化群(centralizer)

といい, Z0(M) で表す．

証明　α<=Z(MT), b<=Z(M} とすれば，

ca=ac,  cb=bc  ( ∀ｃＥＭ)．

従って，

じ必＝α功＝α配( ∀ceM),  ab<=Z(M').

また，α<=Z(M~)ならば, ca=acQ ∀･７ＥＭ) だから, fl-1c=ca-1(∀c<=M)

功
匈
匐

東郷 〔Ｔ２〕，ｐ. 11.　浅野 〔A5 〕，ｐ. 41･

松坂〔M1 〕, pp- 9―10.　浅 野〔A5 〕，ｐ. 42.　東郷 〔T2 〕，ｐ. 11･

浅野〔A5 〕，p. 21.　都筑〔T5 〕，p， 18.
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となり，ｒｌＥＺ(Ｍ) である．故に, Z(_M) はＧの部分群を作る．■

特に，Ｇの中心化群( Ｚ(Ｇ) をＧの中心(center,  Zentrum) とい う．Ｇ

の中心は，Ｇに属するすべての元と個別に可換な元全体からできている．

Ｇの中心に属する元はＧの各元と可換だから，互いに可換であり，Ｇの中

心はアーベル群を作る16).

6. む　 す　 び

ささやかな本論文を通じても，数学上重要な作用の体系は群を作ってい

る．或いは，群は数学的対象の所有すべき基本的機能である，ということ

をかいまみることができた1).

19世紀前半, Abel,  Galois によって築かれた群論は，５次方程式の代数

的解法の中で，根の置換の作る群として現われたのが始まりである2).

モの後，合同変換という考え方が拡張されて，幾何学と変換群との関係

が明確になり，さらに, Lie による連続群論を通じて,19世紀の終りには数

学全般にわたる群の重要性が確立された．モの後も群論は急速に進歩した

が，特に，最近20年間の有限単純群論の発展振りはまことに目ざましい馬

各人の群論の探求と理解をまって，各人の群論の応用が可能となる．群

論の理解なくし て 群論の応用をとなえても，その応用の仕様は な い．今

日，群論は量子力学，実験計画法，線型経済学などで応用されている.

(1984.12.10)
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CW 〕 群論演習，昭和58年 ．

矢 ケ部巌

〔ＹＩ 〕 がｐ アの理論1983.

山田深雪

〔Ｙ ２〕 半群論入門，昭和51年 ．
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