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In topology optimization based on structural mechanics, the SIMP method is often used to 

define the material density, and optimization is performed to maximize stiffness by imposing 

area and other constraints. 3D structural optimization methods may be used to derive structures 

with even greater degrees of freedom. In this paper, we first verify the accuracy of the finite 

element method and the validity of the sensitivity analysis using the associated variable method, 

using a cantilevered beam model. Topology optimization by mean compliance minimization is 

performed on the chair model to maximize the stiffness. The SIMP method is used as the 

characteristic function, the steepest descent method is used as the optimization method, and the 

outer point penalty function method is applied to account for area constraints. 
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１． はじめに 

昨今，地球規模でのカーボンニュートラルの促進に伴い，

様々な輸送機械の電動化が積極的に行われている．その際，

駆動部分であるモータの小型化・高出力化の要請が高まっ

ている．小型化に伴い，モータの体格が小さくなる傾向に

あり，必然的に，出力トルクが小さくなる．したがって，

高出力化のために，モータの回転数を高回転化する必要性

がある．しかしながら，高回転化により，モータ各部に作

用する応力が増加傾向にあるため，応力耐性に富む力学構

造を設計することが重要である． 

力学構造の設計手法の 1 つとして，構造最適化がある．

構造最適化の種類として，寸法最適化，形状最適化，トポ

ロジー最適化がある．中でも，トポロジー最適化は設計領

域内の要素あるいは節点に配置される材料密度を設計変

数として，構造をモデリングするため，設計の自由度が高

く，新規性の高い形状を発見できる可能性を秘めている．

実際にトポロジー最適化は，構造力学の分野では，航空機

や，自動車のフレームの設計に使用されている．また，電

磁気学の分野では，モータや誘導加熱装置の内部構造の設

計に用いられる． 

構造力学に基づくトポロジー最適化では，材料密度の定

義に SIMP 法（solid isotropic microstructure with penalization 

of intermediate density）を使用し，面積などの制約を課して，

剛性最大化を目的とした最適化を行う事例が多い．二次元

構造最適化では平面的な構造の変更のみとなり，高さ方向

に関する構造変更が不可能である．そこで，高さ方向に対

してもトポロジー変化を可能とする 3 次元構造最適化手法

を活用することで，さらに自由度の高い構造を導出できる

可能性がある．さらに，金属 3D プリンターなどを援用す

ることで，三次元構造の具現化が可能となる． 

本論文では，三次元力学構造最適化を行うための基礎検

討を中心として，最適化手法における種々の特質を把握し，

三次元トポロジー最適化手法の開発を行った．まず，有限

要素法の計算精度と随伴変数法を用いた感度解析の妥当

性を，片持ち梁モデルを用いて検証した．また，椅子モデ

ルに対し，剛性最大化を目的とした平均コンプライアンス

最小化によるトポロジー最適化を実施した．特性関数には

SIMP 法を，最適化手法として最急降下法を用い，面積制

約を考慮する手法として，外点ペナルティ関数法を適用す

る． その結果，トラス構造を含む特異な構造が導出され

た． 

 



２. トポロジー最適化手法 

（1） SIMP法による材料定数及び設計変数の定義法 

構造最適化において，材料定数となるヤング率 E は，設

計変数 の関数として定義される．関数の定義は様々考え

られるが，本論文では SIMP 法[1]で表した（1）式を採用す

る． 

( )E E  =                                    （1）                                  

E()は材料の充填率を表す特性関数で， はペナルティパ

ラメータである．（1）式を用いると，0 ≤  ≤ 1 の領域にお

いて  ≥ 2 の場合に勾配の値に差が生じるため，物体に穴

を設けることができる．2 次元場においての取りうる値は

Hashin-Shtrikman の境界条件[2]より（2）式が導かれている． 
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+ 
                      （2） 

ここで， はポアソン比を表す． =1/3 を（2.2）式に代入

すると ≥ 3 となり，この条件式が良いとされている． 

本論文ではチェッカーフラッグを回避するために，節点に

設計変数を設定し最適化を行い，数値計算を行う際，（3）

式に基づいて，要素の設計変数elとして節点の設計変数の

和を平均した値を使用する． 
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=                (3) 

ここで，1~ 8は各要素を構成する節点の設計変数を表す． 

（2） 有限要素法による構造解析 

本論文では，線形構造解析によって，三次元場の変位を

算定し，目的関数を評価する．有限要素法は，数理モデル

の微分方程式を直接解かず，ある特定の方法によりモデル

式を積分方程式に置き換えてからその解を求めるもので

ある．弾性問題の強度・応力解析では仮想仕事の原理を利

用して微分方程式を積分方程式に置き換える． 

三次元弾性問題において仮想仕事の原理より（4）式の

積分方程式が求められる． 
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ここで t は厚さ， は物体表面，Tx,Tyは物体表面上の分布

荷重の x,y方向の成分，u＊,v＊は x,y方向の仮想変位である．

また，Fx,Fyは体積力の x,y 方向の成分，x
＊,y

＊とxy
＊は仮

想変位がもたらす x方向,y方向の仮想垂直ひずみと仮想せ

ん断ひずみである．応力-ひずみ関係式を用いて，節点の 1

つ 1 つについてつり合い方程式をたてると，これらの式は

節点変位に関する連立一次方程式となる．得られる線型方

程式を（5）式に示す． 
K=P d                              （5）                                                  

ここで，K は構造全体の剛性マトリックス，P は節点に働

く外力，d は節点の変位を表す．P は荷重条件として与え

られ，（5）式を d について解くことで構造内の全ての節点

変位が決定される．  

 

（3）随伴変数法による感度解析 

感度解析手法には, 差分法や随伴変数法[3]などがある．

本論文では，評価領域の節点または要素数に相当する大規

模な変数に対する設計感度の高速計算が可能な随伴変数

法を用いる．随伴変数法の手順として，まず有限要素法で

得られた目的関数 f を（6）式の形に変換する． 

( ) ( )Tf f K= − −ρ λ d P                             (6)                                                   

ここで， λ  は随伴変数とする．（6）式を i 番目の設計変数

i で偏微分し，平均コンプライアンス PTd を代入すると，

（7）式が得られる． 
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ここで，（7）式は（8）式のようになる． 
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d
P λ λ d                    (8)                                          

ここで，∂d/∂は陽的に計算すると巨大な計算コストがか

かるので，その係数を零ベクトルとすると（）式のよう

になる． 

0T T K− =P λ                          (9)                                    
(9)式は随伴方程式と呼ばれる．随伴方程式を解くことによ

って随伴変数を求める．随伴変数を求めるために，（）式

を（）式のように変形する． 

0K − =λ P                                                (10) 

ここで（10）式は(5)式と等価である自己随伴の形となって

いることがわかる．したがって随伴変数 λは節点変位ベク

トル d と等価とみなすことができ，随伴方程式の計算が不

要となる．求まった随伴変数 λと（10）式を（7）式に代

入すると，（11）式が得られ，iに関する感度を計算できる． 
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剛性マトリックス K の偏微分は（12）式で表される． 
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（4） 外点ペナルティによる制約条件の考慮 

トポロジー最適化問題に，材料の面積あるいは体積に関

する制約条件を課すことを考える．本論文では，外点ペナ

ルティ関数法（exterior penalty function method）[4]を採用す

る．外点ペナルティ関数を適用した拡張目的関数を（13）

式に示す． 

   
1

( , ) ( ) max(0, ( ))
m

i

i

C p f p G 

=

= + ρ ρ ρ                       （13） 

f() は最小化関数，G()は不等式制約条件で，p はペナル

ティ係数（0 以上）である．n は制約条件の個数を表す．

 は  以上のパラメータである．（13）式の無制約最適化問

題を最小化しながら，（14）式に従って p →∞となるように



p を増加させる． 

( 1) ( )l lp p+ =                                                  （14） 

l はペナルティパラメータの更新回数で． は  以上のパ

ラメータである．  

外点ペナルティ関数法の手順を以下に示す. 

（1）設計変数の初期値 0，ペナルティパラメータ p0の初

期値を定義する． 

（2）l=0 とおく． 

（3）収束判定条件が満たされていれば， l を解とみなし

て計算を終了する. 

そうでない場合は（4）へいく． 

（4）外点ペナルティ関数 C( , p)を目的関数とする無制約

最適化問題を解き 

   解 k+1を求める． 

（5）pl+1= pl（ ）を計算する． 

（6）l=l+1 とおく．（3）へ戻る. 

（5） 最急降下法によるトポロジー最適化 

最適化手法には最急降下法（steepest descent method）[4]

を用いる．最急降下法では，随伴変数法から得られる感度

を用いて設計変数を更新する． 

最急降下法の手順を以下に示す． 

（1）目的関数 f，目的関数の勾配∇f，設計変数の初期値 0

を定義する． 

（2）k=0 とおく． 

（3）収束判定条件が満たされていれば， k を解とみなし

て計算を終了する. 

そうでない場合（4）へいく． 

（4）最急降下方向を k = ∇f として探索方向を求める． 

（5）（14）式に示す修正係数kを計算する．  

( )
max

max
k

k

Δx

Δ
 =

ρ
                     (15) 

ここでxmax は設計領域の全有限要素における最長辺を

示す．  

（6） k+1=  k −  k  kを計算する． 

（7）k=k+1 とおき，（3）へ戻る． 

図 1 に，最急降下法と外点ペナルティ関数法を併用した

トポロジー最適化のフローチャートを示す．まず，設計領

域内の設計変数と p の初期値を設定する（step 1）．次に，

有限要素法で目的関数を計算する（step 2）．次に，随伴変

数法で感度を計算し（step 4），そして，設計変数を更新し

（step 5），無制約問題の収束判定条件（step 3）を満たすま

で，繰り返し計算を行う．制約条件を満足していれば，計

算を終了し，満足していなければ目的関数にペナルティを

付加し（step 8），step 2～6 までの計算と同様な計算を行う．

step 3 及び step 7 の収束判定条件におけるf は（16）式の

ように定義する． 
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Fig. 1.  Flowchart for TO 

３．最適化モデル 

（1） 精度検証のための解析モデル 

図 2 に三次元有限要素解析と随伴変数法の精度を検証す

るための片持ち梁モデルを示す．有限要素解析について

は，各メッシュ規模における変位と理論解との比較を行

う．また，感度解析については，目的関数に平均コンプラ

イアンスを用いて差分法との比較を行う． 

境界条件として，x = 360mm, y = 0mm, z = 60 mm の節点

と x = 360 mm, y = 40 mm, z = 60 mm の節点に P=24kN の荷

重条件を適用し，x = 0 の境界には，u = 0, v = 0, w = 0 の拘

束条件を適用する．また，有限要素法弱形式の求解に使用

する Eisenstat の前処理付き共役勾配法（MESGSCG）の収

束判定値を FEM = 10−6とする.ヤング率 E= 2.0×106kg/cm2，

ポアソン比 = とする． 

360
40

60

x

y
z

24 kN

24 kN

 

Fig. 2.  Cantilever beam model 

（2） 椅子モデルを用いた最適化問題 

図 3 にトポロジー最適化結果を行う椅子モデルを示す． 

本問題の設計目標は，（17）式に示すように，設計領域

d 内の節点に設計変数を配置して，同領域内の平均コン

プライアンスが最小となるトポロジーを探索することで

ある．  

( )
d

per

min. ( )

s.t. ( ) ( ) 0 ( )

T

all

f

g V V V V dS  


=

= −  = 

ρ P d

ρ
  （17） 

ここで Vperは 0～1 に正規化された体積制約値の比率を表



す．平均コンプライアンスは物体の変形のしやすさを表す

指標である．従って平均コンプライアンスの最小化は剛性

最大化と等価とみなすことができる． 

本問題では，（17）式に示す制約付き最適化問題を解く

ため，外点ペナルティ関数法を用い，（17）式を（18）式

のような拡張目的関数の最小化問題として解くことによ

り，制約を考慮する． 

  







+= 

=

m

i

igpfpF
1

))(,0max()(),(.min
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ここで，p はペナルティ係数， は 1 以上の定数を示す．

この 2 値は任意の値を設定することが可能である．本論文

では  =2 とする．また，p は（19）式のように設定する． 
13.0 10p l −=                                (19) 

ここで l は最適化問題の外反復回数を示す．境界条件とし

て，図 3 に示すように一様荷重を加え，z = 0 の境界には，

u = 0, v = 0, w = 0 の拘束条件を適用する． 
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Fig. 3.  chair model 

４．トポロジー最適化結果 

（1） 有限要素解析と随伴変数法の精度検証 

図 4 にメッシュ規模における計算精度の比較結果を示す． 

メッシュ規模が大きいほど理論解に近づいていき，片持ち

梁モデルでは要素数が 1000 の辺りでほぼ理論解と一致し

た．また，要素を立方体と歪ませた六面体で比較した結果，

精度に差があり，規模が小さいほど顕著に表れた． 
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Fig. 4.  Accuracy of finite element method 

また，図 5に随伴変数法と差分法の比較結果を示す．n = 3~5

の域で随伴変数法と差分法の値が一致していることから，

妥当性が確認できた． 
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Fig. 5.  Comparison of sensitivity accuracy derived from AVM and 

FDM 

（2） 最適化結果 

表 1 に，最適化条件を示す．図 6 に最適化結果の材料領

域，図 7 にグレースケール領域を示す．外形にはトラス構

造を含んだ特異なものとなり，内部についても複雑な構造

が現れた．グレースケールは材料領域に沿うように存在し

ている． 

TABLE I  OPTIMIZATION PARAMETERS  

CG method 

convergence 

condition 

value

volume 

constraint

V/Vmax

Initial

design 

variable

iteration

10−6 4  2
 

1.0

0.01
 

Fig. 6.  Material domain of optimized structure 

1.0
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Fig. 7.  Grayscale area of optimized structure 

5．まとめ 

本論文では，有限要素法の計算精度と，随伴変数法を用い

た感度解析の妥当性を確認した．そして，剛性最大化を目

的とした平均コンプライアンス最小化によるトポロジー

最適化を実施した． 本論文から得られた結果を要約する

と，以下のようになる． 

（1） 片持ち梁モデルにおいては，要素数が約 1000 で理

論解に十分近い値となった．また，要素形状によっ

ても精度に差があり，立方体に近いほど小規模メッ

シュでも精度が良くなった． 

（2） 随伴変数法と差分法で感度を比較した結果，値が一

致し，妥当性が確認できた． 

（3） 椅子モデルを用いてトポロジー最適化を行った結

果，外形にはトラス構造を含んだ特異なものとな

り，内部についても複雑な構造が現れた．グレース

ケールは材料領域に沿うように存在している． 
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