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PERIOD DOUBLING BIFURCATION SET SEARCH BASED ON DRCOMPOSITION AND PSO 
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This paper studies application of the PSO to the calculation of the period doubling 

bifurcation sets in a bifurcation neuron. The neuron is a simple neuron model that outputs 

spike-train by repeating integrate-and-fire behavior. Depending on the parameters, the neuron 

exhibits period doubling bifurcation phenomena. In order to search the bifurcation sets. We 

apply a PSO based algorithm to a return map from the neuron model. Performing basic 

numerical experiments, the algorithm efficiency is confirmed. 
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１． はじめに 

本紀要では，粒子群最適化法(PSO)の周期倍分岐

集合(BN)への応用について考察する．PSO は生物の

集団行動をヒントにした進化計算アルゴリズムの

一種[1]である．粒子間で情報共有を行い，目的関数

を基準値に近づけることで近似解を探索する．利点

としては，実装が容易であること，アルゴリズムが

簡素であること，動作が柔軟で大域探索に適してい

ることなどが挙げられる．応用例としては，非線形

システム安定性の解析[2]，再生エネルギー供給系の

最大電力点追従[3]などが挙げられる．本紀要では非

線形システム安定性の解析の一環として分岐ニュ

ーロン(BN)の周期倍分岐集合の探索に用いる． 

分岐ニューロン(BN)は簡素なニューロンモデル

の一種である．積分発火現象を起こしスパイク列を

出力する[4]．応用例としては，A/D コンバータ，画

像処理，寝具お処理などが挙げられる．振幅，しき

い値等のパラメータを変化させることによりスパ

イクの周期列も変化する(例：1 周期→2 周期→4 周

期→8 周期→カオスなど)．特に，周期が 2 倍に変化

する現象を周期倍分岐と呼び，周期倍分岐が起きる

パラメータの集合体（周期倍分岐集合）を PSO に

よって探索する． 

本論文では，動作の簡略化を理由にすべて PSO に

よる周期倍分岐集合の探索はパラメータ空間を 1次

元に分割した直線上で行う．しかし，1 次元 PSO で

平面上の周期倍分岐集合を探索する際には 1つの問

題が生じる．それは，探索直線をランダムに配置し

た場合は探索直線と周期倍分岐集合がぶつからな

い可能性があるということである．そのため，分岐

集合の概形が把握できていない状態で探索を行う

際には向いていないと思われる．そこで，本紀要で

は新たに探索直線をカオス領域から放射線状に配

置して探索を行う手段を提案する．カオス領域が周

期倍分岐集合に囲まれるように存在することから

提案した方法で，解の発見が保証できることを期待

する． 

全体の流れとしては，まず周期倍分岐現象が起き

る条件式を定義する．PSO は最適化問題を解析する

アルゴリズムであり，目的関数を定義する必要があ

るが，本研究では分岐現象の条件式をもとに目的関

数を定義する．次に PSO のアルゴリズムを定義す

る．PSO には 4 つの評価情報が存在する．次に，数

値実験を行い新手法が実際に解の発見を保証でき

るのか検証し考察を行う． 

 

２． 目的関数 

分岐ニューロン(BN)はスパイク列を出力するニ

ューロンである． 

m 番目のスパイク位置を τm，スパイク位相 θm を

τmmod1 とする．スパイクの位相の系列は，図 1 の

リターンマップで記述される． 

 

(1) 

 

このとき，k<XT． 

 



 

 
図 1．リターンマップ 

 

次に，周期倍分岐が起こる条件について考える．

n 周期点 pnの条件を式(2)に示す． 

 

(2) 

 

ただし，f (p)から f n(p)は全て異なる．また，周期

倍分岐は式(2)の傾きが-1 となるとき生じる．よって，

n 周期から 2n 周期への周期倍分岐集合は次式で与

えられる． 

 

(3) 

 

ただし， 

 

(4) 

 

ここで，周期倍分岐集合を探索するための目的関

数は次式で与えられる． 

 

 

(5) 

 

 なお，本紀要の目的関数は 0 に近似させることで

解を発見できる． 

 

３． PSOアルゴリズム 

 初めに，PSO の粒子の表記を定義する．粒子数を

n，世代数を g とする．PSO1 の 4 つの評価情報のう

ち 2 つは速度と位置である．i 番目(i=1,2,・・・N)

の粒子の速度 vと位置 xはそれぞれ次に示すとおり

である． 

 

(6) 

 

(7) 

 

また，x1と x2はそれぞれ k，XTに対応するパラメー

タである． 

 残り 2つの評価情報は近似解判定に用いるパラメ

ータで，本紀要ではパーソナルベストとローカルベ

ストを用いる．パーソナルベストとは各粒子が現世

代までにとった値の中での最良値，ローカルベスト

は近傍粒子間での最良値である．粒子同士の結合ト

ポロジーは，すべての粒子の中での最良値を求める

全結合や両隣の粒子を結合させるリング結合など

が存在するが，今回はリング結合を用いる．探索の

手順を表すと次の通りである． 

Step 1: 初期位置 xi (0) をパラメータ空間内で設

定し，初期速度 vi (0) を設定する． 

 Step 2: 粒子の速度と位置を次式により更新する 

 

   (8) 

 

  (9) 

 

 ただし，wは慣性定数，c は加速度係数 

 Step 3: パーソナルベスト Pi(g)，ローカルベスト

Li(g)を次式で更新する 

 

(10) 

(11) 

 

 Step 4: 次式より近似解判定を行う． 

 

          (12) 

 

 Step 5: 世代上限 gmaxに達したら終了，次の探索直

線へ．達していない場合は Step 2 から繰り返し 

 Step 6: 探索直線を変えて Step 1 から繰り返す． 

また，今回の実験では探索直線上に解が複数存在す

る可能性がある．よって，タブー区間を設ける．タ

ブー区間は一度発見した解を再発見することを防

ぐ目的で用いる．近似解から半径 r以内をタブー区

間とし，タブー区間内に粒子が侵入した場合目的関

数を改悪することで解の発見を防ぐ．また，探索直

線の配置方法であるが，基本的にパラメータ空間内

に等間隔に 10本配置するようにしてある．ただし，

探索直線上で解が発見された場合等間隔に 20 本配

置できる間隔に狭める． 

 

４． 数値実験 

 本実験では，パラメータを以下のように設定した． 

 

XTmin = 0.50, XTmax = 1.50， kmin = 0.50， kmax = 1.50，  

ε = 0.04， N = 20， r = 0.05， gmax = 50，  

w = 0.25, c = 0.50 

 

PSO による探索結果を図 1，2 に示す．図 1 は 1→2

周期となる周期倍分岐集合，図 2 が 2→4 周期とな

る周期倍分岐集合である．なお，図 1，2 ともにす

べて探索直線はカオス発生領域を中心に放射線状

に配置してある． 

実験結果を見ると，一部探索直線上に解が発見で

きていない箇所が存在する．しかしこの場合トリミ

ングの範囲を広げれば解が探索直線上に存在する

 

 

 

 

 
 



ものと思われる．また，図 2 では，すべての探索直

線上で解が発見できたことが確認できる．よって，

当初の予想通り探索直線をカオス発生領域から放

射線状に配置することで，1 次元 PSO による 2 次元

空間での分岐集合探索も確実に解が発見できると

結論付ける． 

 

図 1：PSO による分岐集合探索図(1→2 周期) 

 

図 1：PSO による分岐集合探索図(1→2 周期) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

５． むすび 

 PSO の応用例である非線形システム安定性の解

析の一環として，周期倍分岐集合の現象解析を行っ

た．その中で，動作の簡略化のため，2 次元空間を

分割する直線上で粒子を動かし 1 次元 PSO で探索

した．今までは 2 次元の分岐現象を 1 次元 PSO で

探索すると解の発見は保証できなかったが，今回提

案したカオス発生領域を中心に探索直線を配置す

る方法により確実に解の発見が可能であることが

確認できた．今後の課題としては，性質上あらかじ

めカオス発生領域を把握しておく必要があるとい

う欠点と，中心のカオス観測点から離れるほど直線

の間隔が狭くなるという欠点の改善が望まれる． 
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