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A STUDY ON TOPOLOGY OPTIMIZATION OF IPMSM WITH TIME DOMAIN CHARACTERISTIC USING 

COMBINATION USE OF ELECTROMAGNETIC FIELD ANALYSIS STRONGLY COUPLED WITH 

THREE-PHASE AC CIRCUIT AND MATHEMATICAL PROGRAMMING  
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Since the interior permanent magnet synchronous motor (IPMSM) is essential for the driving of the 

hybrid-car and electric vehicle, the design of highly efficient IPMSM is enthusiastically requested by the 

industrial world from the viewpoint of the carbon neutrality. Because many design parameters are 

included in designing IPMSM, it is difficult to automatically determine all parameters. Regarding the 

determination of motor structure, the optimization techniques are indispensable. The topology 

optimization has the affinity for the deriving the novel structure of IPMSM because the topology of 

IPMSM is directly set to the design parameter. Although the sensitivity analysis based on the adjoint 

variable method is frequently applied to the topology optimization of IPMSM to reduce the elapsed time 

in the magnetostatic field, the sensitivity calculation in nonlinear time domain has not been applied to 

the transient analysis of IPMSM from the viewpoint of the difficult implementation caused by the rotor 

rotation and change of electromagnetic field in time domain. In this paper, to consider the accurate 

effect of three-phase AC circuit to the electromagnetic field characteristics in the steady-state of IPMSM, 

the time domain adjoint variable method with the magnetic nonlinearity is proposed. Furthermore, its 

method is applied to the topology optimization of IPMSM to enhance the motor output under the 

condition that the input power is kept less than the specified value defined in the reference model of 

IPMSM. 

Key Words : IPM Motor, mathematical programming, time domain adjoint variable method, time 

domain characteristic, voltage driven 

 

 

１． はじめに 

近年，地球温暖化を抑制するため，世界各国で，自動

車や航空機等の様々な輸送機械の電動化が促進されてい

る［1］．その際，大出力・高効率化の観点から，内部埋込

式永久磁石同期電動機（IPMSM）が積極的に活用されて

おり，IPMSM のさらなる高効率・大出力化の要請が高ま

っている． 

IPMSM の設計パラメータは，フラックスバリア・永久

磁石の位置・形状，駆動条件，電流位相角，鉄芯素材，

応力耐性等，多岐にわたっており，様々な設計因子を考

慮した設計手法の確立が求められている．そこで，形状

最適化手法を活用した IPMSM の自動設計に関する研究

が報告されている［2］，［3］．これらの報告では，形状最適

化手法を活用することで，実用的な IPMSM の構造が得

られており，実設計の重要な指針となる．しかし，ロー

タ内部のフラックスバリア，あるいは永久磁石のトポロ

ジーを固定した状態での最適化であるため，特性改善の

余地が残されている．その一方，モータ構造をトポロジ

ーとして捉えるトポロジー最適化は，永久磁石やフラッ

クスバリア等の位置・形状が設計パラメータとなる．そ

のため，IPMSM の革新的な磁気回路構造を獲得できる可

能性がある． 

トポロジー最適化手法は，進化型アルゴリズム，ある

いは勾配法を用いたアプローチに大別される．進化型ア



ルゴリズムを最適化手法に活用する場合，様々な目的関

数・制約条件，NGnet［4］等の関数を採用して材料の配置

を限定する必要がある．その一方，随伴変数法［5］に基

づく感度（目的関数，制約条件の設計変数に関する勾配）

解析を援用した密度法［6］，［7］では，収束が速く順解析が

長期化する問題に対して親和性が高い．しかし，随伴変

数法が必携であることから，IPMSM に対する密度法の報

告例では，静磁界が主体的であり，電機子反作用の影響

が小さい低速回転時に対して検討がなされている［8］．実

際に電動機が使用される場合，三相交流回路に接続され

電圧源から入力されるため，誘導起電力を考慮しなけれ

ばならない．そのため，三相電源との連携を考慮した感

度解析を礎とした数理計画法によるトポロジー最適化手

法の開発が必要になる． 

そこで本論文では，文献［9］，［10］で提案されている

磁界解析と単相電気回路の強連成解析に基づく時間領域

随伴変数法を，IPMSM の磁界解析と三相電気回路の強連

成解析へ拡張し，入力電圧，トルク脈動を制約条件とし

て考慮したトポロジー最適化手法を提案する．提案手法

を車載用 IPMSM モデル［11］へ適用し，提案手法の有用

性を考察する． 

２． トポロジー最適化手法 

（１）電磁界・電気回路強連成解析 

目的関数を評価するために，有限要素法を用いて電磁

界・三相交流回路の強連成解析を行う．弱形式化された

電磁界解析の支配方程式と三相交流回路方程式を次式に

示す． 
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ここで，Ni は形状関数， は磁気抵抗率，Azは z 方向成

分の磁気ベクトルポテンシャル， は解析領域全域，

m は磁石領域，u，v，wは各相のコイル領域，nu，

nv，nw は各相のコイル巻数，Su，Sv，Sw は各相の一スロ

ットあたりの面積，iu，iv，iw は各相に流れる電流，l は

積み厚，tzu，tzv，tzwは電流の z 方向成分の符号であり，1

または1 を示す．また，ℜuw，ℜvwは ℜiに連立させる電

気回路方程式であり，ewu，evw は線間電圧，Ru，Rv，Rw

は各相の抵抗値である．（1）~（3）の方程式を連立した

線形方程式は次式のようにる． 

0 FXX GH                             （4） 
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．
は∂X / ∂t，F は電圧源及び

磁気ソースに基づく右辺ベクトルである．また，H，G

の各成分は次式のように定式化できる． 
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ここで，K は剛性行列，P は i の右辺ベクトル成分であ

る．なお，（5），（6）式より，H，G は非対称行列となる．

実際には，後退 Euler 法を適用後，電気回路方程式の両

辺に時間刻み幅を乗じて，対称疎行列として（4）式を解

いている． 

（２）鉄芯構造のモデリング法 

本論文では，最適化手法として最急降下法に基づく密

度法（DM）とレベルセット法（LSM）の併用法（DM-LSM）
［12］を使用する．設計領域内の材料密度を 0 から 1 の値

とするために，（7）式に示す 5 次関数で連続化ヘビサイ

ド関数［13］を用いて正規化を行う． 
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ここで，h は遷移幅である．磁気抵抗率 (, |B| )を（8）

式に示す． 

|)(|)())(1(|)|,( 0 BB evHvHv              （8） 

ここで，B は磁束密度，0 は真空の磁気抵抗率，e(|B|) 

は電磁鋼板の非線形磁気抵抗率を示す． 

SDM-LS を用いたトポロジー最適化では，設計変数の

更新式を次式に示す． 

)()()()1( )/( kkkk L                     （9） 

ここで，(k) は設計の更新量を制御する変数，L は次節

にて記載する拡張ラグランジュ関数である．設計領域の

有限要素節点で評価された設計感度( ∂L/∂ )を用いて更



新する．(k) は（10）式のように定義される． 

 |||/||/ )()()( kkk Lh                    （10） 

ここで，(k) はムーブリミットを示している．これは，

目的関数の収束特性が振動した際，次式に沿って更新す

ることにより振動を抑制する． 
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ここで，は 1 未満のダンピング係数，W(k 1)は(k  1) 回

目における目的関数の変化量を示す． 

LS において，（9）式に基づいて LS 関数を更新する場

合，符号付き距離関数の性質を失うため，||grad  (k)|| = 1

を満たすように初期化［14］を行う必要がある． 

（３）拡張ラグランジュ乗数法 

本論文では，不等式制約条件の考慮法として拡張ラグ

ランジュ乗数法［11］を用いる．不等式制約条件付き最適

化問題を次式に示す． 
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ここで，W () は目的関数，gi () は i 番目の不等式制約

条件，Niは不等式制約条件の個数である．制約条件を考

慮するため，次式に示す拡張ラグランジュ関数を定義す

る． 
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ここで，右辺第二項は不等式制約条件のペナルティ項を

示す．パラメータ ti，ρi，yi は，それぞれ，i 番目の不等

式制約条件に対する非負のスラック変数，ペナルティ係

数，ラグランジュ乗数である． 

（13）式右辺第二項のパラメータ yi，ρiは次式に基づい

て更新される． 
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ここで， はペナルティ係数 ρiの更新量である．次に，

スラック変数 t に対する最小化を行うと次式が得られ

る． 
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よって，（16）式よりスラック変数 t を導入した不等式制

約条件は次式のようになる． 
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（４）時間領域随伴変数法 

本論文では，磁界・三相電気回路強連成解析により目

的関数を算出するため，随伴変数法による設計感度解析

を時間領域において導出する必要がある．（18）式に目的

関数を示す． 
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t
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ここで，tmaxは順解析の最終時刻ステップであり w(, X, 

X
．

)は時間によって変化する目的関数，X，X
．
は有限要素

法から得られた状態変数とその時間微分である．（18）式

の拡張目的関数を（19）式のように定義する． 
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ここで，  は随伴変数である．時間領域随伴変数法

（TDAVM）［15］において解くべき随伴方程式を（20），

（21）式に示す． 
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ここで，
．
 は∂ / ∂t， (tmax)は終端時刻の随伴変数であり

（20）式から求められる．また，（21）式は (tmax)を終端

値とした終端値問題である．それゆえ，（20），（21）式を

 について連立して解く場合，ロータの回転方向は順解

析時と逆方向となる．結果（20），（21）式から求めた を

（22）式に代入することで設計感度を算出する． 
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本論文では，定常状態における設計感度を使用するた

め，順解析の最終時刻ステップまでの設計感度を（20）

~（22）式より算出する．次に，過渡状態の最終時刻ス

テップまでの設計感度を（20）~（22）式より算出し，



順解析の最終時刻ステップまでの設計感度から，過渡状

態の最終ステップまでの設計感度を差し引くことによ

り，定常状態における設計感度を導出する．また，得ら

れた感度は前進差分法と比較を行う．次式に前進差分法

の式を示す． 
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ここで， は設計変数の微小変動量である． 

３． IPMモータの設計最適化モデル 

（１）解析モデル 

図 1 に IPMSM の解析モデルを示す．図 1（a）は文献

［11］を参考とした IPM モデルである．図 1（b）は TDAVM

の計算精度検証モデルである．ロータとステータのコア

材料として，30JNE1500 を適用し，シャフトの比透磁率

を 1,000 とした．図 1（c）は最適化モデルである．ロー

タ部では設計変数の鏡面境界条件を適用するため，斜線

で示された領域を実際の設計領域とする．また，ステー

タ部では半スロットの領域を基準とした鏡面境界条件を

適用し，さらに，一スロット分の領域を基にした周期境

界条件を適用するため，斜線で示された領域が実際の設

計領域とする．図 1（d）は IPMSM に接続する三相交流

回路である． 
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Fig. 1.  Analysis model for IPMSM. (a) Reference model. (b) 

Sensitivity analysis model. (c) Optimization model. (d) Three-phase 

electric circuit. 

（２）最適化問題 

本論文の設計目標は，目的関数に平均トルク最大化，

制約条件に u 相電流実効値，トルク脈動とする．それゆ

え，次式のように最適化問題を定式化できる． 
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ここで ta
steady( ,X) は定常状態における平均トルクであ

る．iurmsは u 相電流実効値であり，Iuは u 相電流実効値

の指定値，T は電流一周期の時刻，t0 は過渡状態の最終

時刻，trip はトルク脈動，Trip はトルク脈動の指定値であ

る． 

４． トポロジー最適化結果 

計算機は CPU : Intel Core i7-9700K 3.6 GHz & Memory 

32GB が搭載された PC を使用する． 

（１）TDAVMによる設計感度の妥当性検証 

TDAVM による設計感度の妥当性を示すため，前進差

分法（FDM）により導出された設計感度と比較を行う．

図 2 に感度解析より得られた感度分布を示す．図 2（a）

に FDM から得られた感度分布図を，図 2（b）に TDAVM

から得られた感度分布図を示している．図 2 の（a），（b）

ともに TDAVM から得られた設計感度分布と FDM から

得られた設計感度分布はよく一致している．また，両手

法の感度解析に必要となる計算時間は，FDM では 232.98 

h ，TDAVM では 0.19 h となった．これより TDAVM に

よる感度解析は精度よく，かつ高速で実行できているこ

とが確認された． 

3.14

3.82

∂W/∂×103

     
(a)                       (b) 

Fig. 2.  Comparison of sensitivity analyses. (a) FDM. (b) 

TDAVM. 

（２）低速回転時におけるトポロジー最適化 

ここでは，低速回転（3500 rpm）時の最適化を行う．

表 1 に最適化パラメータを示す．ここで，kDMは DM の

最大反復回数，kLSMは LSM の最大反復回数，l は積み厚，

nu，nv，nwは各相のコイル巻数，| M |は装荷する永久磁石

の磁化の大きさである．また，本節では，Reference モデ

ルの各相に 100 Arms の電流が流れるように，各相の抵抗

値を調節した． 

表 2 に最適化条件を示す．ここで，case (a)では，u 相

電流実効値の制約を課した平均トルク最大化の最適化

を，case (b)では，u 相電流実効値の制約，トルク脈動の

制約を課した平均トルク最大化の最適化を行った． 

図 3 に，トポロジー最適化後の構造を示す．図 3（a）

に，表 2 case (a) の条件から得られた最適化構造を示す．



図 3（b）に，表 2 case (b) から得られた最適化構造を示

す．case (a)，case (b) ともにトルクを上昇させるために

磁石の両端にフラックスバリアが分布し，磁石間に d 軸

磁束を強めるため空気層が得られている．また，ステー

タ部はエアギャップを狭めるように鉄ですべて埋まって

いる構造が得られた． 

図 4 に最適化後のトルク波形を示す．case (a)，case (b)

ともに Reference の特性よりも上昇している．case (b)で

はトルク脈動制約を課しているためトルク脈動が低減し

ている． 

図 5 にトルクおよび電流の収束特性を示す．実線は平

均トルク，破線は u 相電流実効値を示している．制約を

満たすように，振動しながら収束へ遷移していることが

分かる． 

図 6 に電流波形を示す．図 6（a）に case (a) から得ら

れる電流波形を示す．また，図 6（b）に case (b) から得

られる電流波形を示す．実線で示されている電流波形

は，最適化構造に電圧源入力した場合の電流波形であ

り，破線で示されている電流波形は Reference に電圧源入

力した場合の電流波形である．case (a)，case (b)ともに電

流制約を課しているため Reference と同等の電流が流れ

ている． 

表 3 に最適化結果を示す．目的関数として平均トルク最

大化を定義しているため，case (a)，case (b)ともに平均ト

ルクは Reference より上昇している．また，case (a)では u

相電流の実効値制約条件を満たしており，case (b)では u

相電流の実効値およびトルク脈動の制約条件を満たして

いる． 

（３）高速回転時におけるトポロジー最適化 

ここでは，高速回転（6000 rpm）時の最適化を行う．表

4 に最適化パラメータを示す．また，本節では，Reference

モデルの各相に 134 Arms の電流が流れるように，各相の

抵抗値を調節した． 

表 5 に最適化条件を示す．ここで，case (c)では，u 相

電流実効値の制約を課した平均トルク最大化の最適化

を，case (d)では，u 相電流実効値の制約，トルク脈動の

制約を課した平均トルク最大化の最適化を行う． 

TABLE I  OPTIMIZATION PARAMETER 

kDM kLSM l [m] nu, nv, nw |M| [T] h [mm] ewu, evw [V] f [Hz]  (0)

50 50 0.05 11 1.04 0.187 250 233.3 0.98 1.0  

TABLE II  OPTIMIZATION CONDITIONS 

case constraints Iu [Arms] Trip [Nm]

(a) g1 ≤ 0 100 

(b) g1 ≤ 0, g2 ≤ 0 100 10
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(b) 

Fig. 3.  Optimization structure. (a) case (a). (b) case (b). 
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Fig. 4.  Torque characteristics. 

1.8

1.2

0.6

50 100
iteration

0

t a
st

ea
d
y ×

1
0

2
[N

m
] case (a) (ta)

case (b) (ta)

0

1.0

2.0

3.0

4.0 iu
rm

s ×
1

0
2

[A
rm

s]

case (a) (iurms)

case (b) (iurms)

 
Fig. 5.  Convergence characteristics. 
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Fig. 6.  Current characteristics. (a) case (a). (b) case(b). 



TABLE III  OPTIMIZATION RESULTS 

model constraint
ta

[Nm]

trip

[Nm]

iurms

[Arms]

elapsed 

time [h]

Reference  128.7 27.35 99.8 

case (a) g1 ≤ 0 142.9 48.61 99.9 42.08

case (b) g1 ≤ 0, g2 ≤ 0 137.8 9.664 99.8 46.54
 

図 8 に，トポロジー最適化後の構造を示す．図 8（a）

に，表 5 case (c) の条件から得られた最適化構造を示す．

図 8（b）に表 5 case (d) にて得られた最適化構造を示す．

低速回転と比べ磁石間に鉄芯が分布している．これは，

回転数が増加したことにより，電機子反作用の影響を低

減するため d 軸磁束を弱めているためだと考えられる．

また，ステータ部はエアギャップを狭めるように鉄です

べて埋まっている構造が得られた． 

図 9 に最適化後のトルク波形を示す．case (c)，case (d)

ともに Reference の特性と同程度であり，case (d)ではト

ルク脈動制約を課しているためトルク脈動が低減してい

る． 

図 10 にトルクおよび電流の収束特性を示す．実線は平

均トルク，破線は u 相電流実効値を示している．制約が

入るため振動しながら収束へ遷移していることが分か

る． 

図 11 に電流波形を示す．図 11（a）に case (c) から得

られる電流波形を示す．また，図 11（b）に case (d) か

ら得られる電流波形を示す．実線で示されている電流波

形は，最適化構造に電圧源入力した場合の電流波形であ

り，破線で示されている電流波形は Reference に電圧源入

力した場合の電流波形である．case (c)，case (d)ともに電

流制約を課しているため Reference と同等の電流が流れ

ている． 

表 6 に最適化結果を示す．case (c)において，平均トル

クは Reference よりも増加し，u 相電流実効値の制約も満

たしている．また，case (d)において，平均トルクは

Reference と同等になり，u 相電流実効値の制約条件を満

たしている．しかしトルク脈動の制約条件を満たしてい

ない．これは，最適化反復が短いためだと考えられる． 

TABLE IV  OPTIMIZATION PARAMETER 

kDM kLSM l [m] nu, nv, nw |M| [T] h [mm] ewu, evw [V] f [Hz]  (0)

50 50 0.05 11 1.04 0.187 350 400 0.98 1.0  

TABLE V  OPTIMIZATION CONDITIONS 

case constraints Iu [Arms] Trip [Nm]

(c) g1 ≤ 0 134 

(d) g1 ≤ 0, g2 ≤ 0 134 10
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Fig. 8.  Optimization structure. (a) case (c). (b) case (d). 
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Fig. 9.  Torque characteristics. 
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Fig. 10.  Convergence characteristics. 
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Fig. 11.  Current characteristics. (a) case (c). (b) case (d). 



TABLE VI  OPTIMIZATION RESULTS 

model constraint
ta

[Nm]

trip

[Nm]

iurms

[Arms]

elapsed 

time [h]

Reference  75.15 28.80 132.3 

case (c) g1 ≤ 0 82.63 129.1 133.9 35.69

case (d) g1 ≤ 0, g2 ≤ 0 74.55 14.58 119.0 35.41
 

５． まとめ 

本論文では，磁界・三相電気回路強連成解析により回

路特性を考慮した条件下で時間領域随伴変数法を用いた

密度法とレベルセット法の併用に基づくポロジー最適化

を行った．本論文から得られた結果を要約すると，以下

のようになる． 

（1） 磁界・三相電気回路強連成解析に基づく時間領域

随伴変数法による定常状態における設計感度解析

結果は前進差分法から得られた設計感度と一致し

ており，その妥当性が確認できた．また，感度解

析に必要な計算時間は時間領域随伴変数法の方が，

差分法と比べ高速で解析できている． 

（2） 3,500 rpm 運転時において，目的関数に平均トルク

最大化，制約条件に u 相電流実効値とトルク脈動

制約とした最適化を行った．その結果，Reference

の解析条件としている入力電力と同程度の入力電

力に対し，トルク特性が向上した構造が得られた． 

（3） 6,000 rpm 運転時において，目的関数に平均トルク

最大化，制約条件に u 相電流実効値とトルク脈動

制約とした最適化を行った．結果，Reference の解

析条件としている入力電力と同程度の入力電力に

対し，Reference と同等のトルク特性が得られた． 
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