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剛体球系は、単純物質の液体状態の理想モデルである。本研究では、剛体球ポテンシャルでの分子動力

学法（MD 法）シミュレーションを行い、その熱力学特性（プロパティ）を調べた。また剛体球系にお

いて、粒子が系の中で拡散していく度合いを表す比例係数である自己拡散係数を、平均 2 乗変位及び速

度自己相関関数から計算する 2 種類の方法で求め、それらの違いや妥当性について検討した。 
 
 
1. はじめに～剛体球系の由来[1]  剛体球系はこのようなミクロな原子分子のモデルにと

どまらず、マクロな粒子の集合体にも用いられる。 
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気体では理想気体、固体ではデバイ（P. Debye）モデ

ルのように調和振動する固体が普遍性ある基準モデルと

して用いられ、現実の気体、固体がそれからどうずれる

かが論じられる。では液体の場合はどうであろうか。フ

ァン・デル・ワールス（Van der Waals）は 1873 年、気

体と液体の両方を記述する状態方程式として、 

( ) RTNbV
V
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   （1） 

を提唱した。P は圧力、V は体積、N は分子数、R は気

体定数、T は温度、a および b はファンデルワールス係数

である。（1）式は理想気体の状態方程式 PV=RT に分子

の大きさの効果（Nb）と分子間の引力の効果（Na/V2）

を取り入れたものであった。（1）式を 
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と変形すると、第 1 項は分子の大きさによる斥力からの

圧力、第 2 項は引力による凝集圧力を表す。温度 T を一

定に保つと P-V 図に S 字形が表われるが（図 1）、それは

引力項の存在による。S 字形はある温度（臨界温度）TC

より低い温度で現われ、TC 以下で初めて気体と液体との

共存状態が現われる。こうして、気体が液体化するのは

分子間に働く引力によること、そのためには臨界温度以

下に冷やさなければならないことが明らかになった。こ

うして低温を実現する技術の発達とともに、1894 年にア

ルゴン、1898 年にはネオン、クリプトン、キセノンが大

気中から発見され、1908 年にはヘリウムが液化された。 
 一方斥力項は、結晶の融解、液体の凝固、すなわち分

子が規則的に並んで運動する状態と、ランダムに運動す

る状態との間で相転移が起こる原因となる。斥力ポテン

シャルを理想化した剛体球系は密度が高くなるとその流

動状態は不安定になり、球が規則的に並んだ結晶状態の

ほうが安定ではないか、カークウッド（J. G. Kirkwood）
はこのように考えた。それから約 20 年後この考えの正し

かったことが計算機実験によってはっきりした。そして

アルゴンのような構造の単純な物質の液体状態は、剛体

球系を理想モデルとし、これに引力の補正をするという

考え方が生まれた。ソフトコア系はこの考えの延長線上

にあるモデルであって、斥力のかたさを表すパラメータ n
を適当にとることによって注目する物質の液体状態、融

解・凝固の特徴を調べるのに役立つ。 

 

図 1． Van der Waals の状態方程式 
 
2. 剛体球系の分子動力学法 
 
2.1 剛体球ポテンシャル 
 剛体球のポテンシャル関数の概形を図 2 に示す。距離

を r として、式に表すと、以下のようになる。 
( )
( )




>
≤∞

=
σ
σ

r
r

ru
　　

　　

0
)(    （3） 

r

u
 (

 r
 )

σ
0

 

 

図 2． 剛体球ポテンシャル 
 
2.2 剛体球衝突の力学[1] 

N個の剛体球の体積Vの箱の中での運動を想像すると、

球は次々と弾性衝突をし、1 つの衝突から次の衝突までは

直線運動をする。このような弾性衝突は同時刻にはただ 1



 長さの単位は、球の直径σ、あるいは立方体セルの 1
辺の長さ side を使用する。理論的研究においては、σを

使用するのが理解しやすく、ここでもそれに従う。しか

し、計算する上では、side を使用する利点があるため、

プログラムでは side を使用する。σを単位とするとき、

数密度 VN=ρ は VN 3σρ =＊ になる。ρの他に、

packing fraction（比質量偏差）η（セルの体積 V と N
個の球の体積Vspheresの体積比）により密度を測定できる。 

対の球が起こすだけと考えてよい。そこでコンピュータ

ではどの球とどの球がいつ衝突し、各速度はどう変化す

るかを衝突の起こる時間の順序に従って追跡していく。 
 直径σの球 1 と 2 の弾性衝突の力学を考える（図 3 参

照）。衝突前後の速度を v1、v1’、 v2、v2’とすると、質量

が同じなのでエネルギーと運動量の保存は 





+=+
+=+

2121

2
2

2
1

2
2

2
1

''
''

vvvv
vvvv    （4） 

66

3
spheres

＊πρπση ===
V

N
V

V   （12） で与えられる。速度変化⊿v1、⊿v2は 
( ) 222111 '' vvvvvv ⊿⊿ −=−−=−≡   （5） 

 剛体球ポテンシャル（式（3））は 0 または無限大であ

るので、エネルギーの自然な単位は現われない。したが

って、慣例的にエネルギーの単位として熱のエネルギー

kT を使用する。これにより、すべての範囲の等温線が、

等しく規格化され、まとめられる。また、規格化された

全エネルギーは常に、 

である。r とおくと、
2112 rr −= 1212 rr は球 2 の中心か

ら 1 の中心へ向かう単位ベクトルである。以下では、と

くに 2 球が衝突した瞬間の相対座標を r12として、球の速

度を r12に平行なベクトル（v⊥）と垂直なベクトル（v//）

に分けると、平行なベクトルは衝突の前後で入れ替わり、

垂直なベクトルは不変のままである。 

2
3

=
NkT
E     （13） 





==
==

⊥⊥⊥⊥ 1122

//2//1//1//2

','
','

vvvv
vvvv   （6） 

ここで、E は全エネルギーおよび運動エネルギーの両方

の場合である。k はボルツマン定数である。また、規格

化された時刻は 
ゆえに 

//1//2//1//1111 vvvvvvv −=−′=−′=⊿  （7） 
( )[ ]21kTmtt σ=＊ 、速度は ( ) 21kTmvv =＊ である。し

たがって、速度変化は、プロパティの結果に影響しない。

例えば、速度がすべて 2 倍になる場合、時間の単位は半

分になり、衝突間の時刻は変わらない。従って、全エネ

ルギーは式（13）に従い、他の規格化されたプロパティ

の値は不変である。ただ 1 つの規格化された等温線を持

つため、もう 1 つの規格化された変数、packing fraction
に値を入れることで、熱力学の状態が決まる。 

この右辺のベクトルの大きさは ( ) 121212 rrvv ⋅− に等

しいので、 
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となる。2 球が衝突した瞬間には σ=12r だから、 

( ) 122112 rvv ⋅−=b    （9） 
とおくと、  

2122
12

1 vrv ⊿⊿ −=−=
σ
b    （10） 2.4 シミュレーション・アルゴリズム[2] 

剛体球のアルゴリズムはいくつか使用されてきたが、

Alder と Wainwright によって考案され、Erpenbeck と

Wood によって議論された、最も単純なもののうちの 1
つが原型である。 

ただし実際に衝突が起こるのは b12<0 のときである。衝

突後の 2 球の速度は、 
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⊿   （11） ここではアルゴリズムを（a）初期化、（b）平衡計算

および（c）統計計算に 3 分割する。 
（a）初期化：初期化は熱力学の状態を確立し、球に初期

位置および初速度を与える。初期条件を決めた後、衝突

時刻の作表をする。 で与えられる。 
 1. 球の数 N および packing fractionηを指定する。 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3． 剛体球の衝突 
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v 1 2. 立方体基本セルの体積 ( ηπσ 63 N= )V を計算し

て、立方体の 1 辺の長さを長さの単位とする（すな

わち side=1）。次に、これらの単位で、球の直径

( ) 316 −= ηπσ N を計算する。 
3. 初期位置 ri (0)（i =1,…,N ）を割り当てる。通常、

初期位置は面心立方（fcc）格子上に置く。 
4. 初速度 vi (0)（i =1,…,N ）を、一様乱数分布から割

り当てる。その後、線形運動量の合計が 0 になるよ

うに評価する。  
5. 球の ( )121 −NN ペア各々について式（14）を解く

ことにより、衝突時刻の作表をする。 
2.3 単位系[2] 

MD 法のプログラムは、慣例的に単位系が無次元量と

なるよう書かれる。基本の次元は質量、長さ、エネルギ

ーおよび時間である。純物質については、質量の単位は 1
つの球体のそれとする。これにより、質量はプログラム

上に現われなくなる。 
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ここで、 ( ) ( )020112 tt rr −≡r 、 ( ) ( )020112 tt vvv −≡  シミュレーションではこのような形で、ビリアル Z－1 を

計算し、圧力を得ることができる。 この表は、どの球がいつ衝突するかということをあ

らかじめ決めて保持することで、計算の節約をする

目的がある。以上で初期化過程が完了する。 
 
3．自己拡散係数[2],[3] 
  （b）平衡計算：平衡プロパティの時間平均は初期条件に

依存しない。つまり、平衡計算では、初期条件がどのよ

うに準備されたかを系が「忘れる」ために十分な時間の

動力学を展開する。 

3.1 自己拡散係数の概要 
 1 成分系を考える。この系で時刻 t 0に位置 r(t 0)にいた

粒子が、拡散しながら時間 t 後に r(t 0+t )に達したとする。

時間 の間にもとの位置からどれだけ移動したか、その

目安の量として移動した距離、つまり変位の 2 乗

t

( ) ( )( )2
00 ttt rr −+ を用いる。これを時間 t 0について平均

したものを平均 2 乗変位という。 

6. 系が初期条件から緩和されるために、指定した衝突

回数、シミュレーションのステップ 7～11 を実行す

る。この平衡計算の期間は、位置および運動量空間

でオーダーを測定するパラメータを観測することで

決定される。 ( ) ( ) ( ) ( ) 22
00 0rrrr −≡−+ tttt  （19） 

（c）統計計算：平衡計算の後、プログラムは統計計算に

入る。プロパティが計算される平衡位相空間軌道を生成

するシミュレーション・ループの主要部である。 
系が熱平衡状態にあれば、この平均量は時間 t 0に依存し

ないはずである。このため右辺では、t 0=0 とおいている。

t が小さいときには、 ( ) ( ) ( ) ttttt ⋅≈−+ 000 vrr である

から、 
7. 衝突時刻の表から、次の衝突まで期間⊿ を決定し

て、次に衝突する球 i および j を認識する。 
t

j

8. 球の現在の位置 rk(t 0)から、時間⊿t だけすべての

球を動かす。 ( ) ( ) ( ) 2222 300 t
m
kTtt =≈− vrr  （20） 

9. ⊿t の間に基本セルから離れる任意の球に周期境界

条件を適用する。 となり、時間 の 2 乗に比例して増加する。ここで、t
( ) ( )kTm 232 2 =v を用いた。しかし tが大きくなると、

（ ）式は t の 1 乗に比例して増大するようになり、 
10. 式（11）から i と j の衝突後速度を得る。 
11. i、j および i と j が衝突していないときに i または

と衝突していた任意の他の球について、2 次方程式

（14）を適用することにより、衝突時刻の表への新

しいエントリーを計算する。 
( ) ( ) Dtt 60 2 ≈− rr    （21） 

と表されることがわかっている。この比例定数 D を自己

拡散係数と呼ぶ。 12. 平衡プロパティへの寄与を計算する。 
13. 指定した衝突回数、ステップ 7～12 を繰り返す。 ( ) ( ) 20

6
1lim rr −=

∞→

t
t

D
t

  （22） 
 
2.5 圧力[2]  
 統計力学では、圧力の表現は通常、古典力学のビリア

ル定理から得る。しかしながら、周期境界によって閉じ

られた系では、ビリアル定理から得ることの妥当性に疑

問をもつ。この不確実性は運動論から圧力を得ることに

より回避できる。これらは、同じ形の状態方程式を立て

られる。 

3.2 速度自己相関関数 
速度自己相関関数は粒子の平均 2 乗変位と密接に関係

した量であって、次のように定義される。時刻 t 0に速度

v(t 0)の粒子が時刻 t 0+t には速度 v(t 0+t )になったとする

と、時間 t だけ隔たった速度ベクトルの内積の平均 
( ) ( )00 ttt vv ⋅+    （23） 

   ∑∑
<

⋅+=≡
ji

ijijNkTNkT
PV rF

3
11Z  （15） を の関数と見て、速度自己相関関数と呼ぶ。系が熱平

衡状態にあれば、時間

t
t 0に依存しない。つまり時間の原

点を移動させてもよいから、2つの時刻 t’ と t’’ に対して、 ここで、Z は、温度 T、体積 V を持つ N 粒子系の圧縮率

因子である。また、Fij は原子 i と j との間に働く力、rij

は i と j とのベクトル距離である。また、カギかっこは時

間平均を表わす。この時間平均量がビリアルである。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tttttt ′−′′⋅=⋅′′−′=′′⋅′ vvvvvv 00  

     （24） 
が成立する。さらに t tt =′′−′ とおけば、 

 ここで、ニュートン第 2 法則から、 ( ) ( ) ( ) ( )tt −⋅=⋅ vvvv 00   （25） 
   

t
m ij

ij ∆

∆
≈

v
F     （16） 

が成立する。すなわち熱平衡状態では、時間の向きを逆

転させても速度自己相関関数は変わらず、時間 の偶関

数である。 
t

⊿vijは衝突による速度変化、⊿ は衝突時間間隔である。

また、運動エネルギーE
t

kは、以下のように表される。 
 速度自己相関関数は、t が小さい場合は v(t 0+t )は v(t 0)
とあまり変わらないから、    NkTk 2

3
=E     （17） 

( ) ( ) ( ) ( ) mkTttttt 30000 =⋅≅⋅+ vvvv が成り立つ。

時間 t が経過していくと、粒子は熱運動のため、時刻 t 0

に速度 v(t 0)を持っていた記憶が薄れていき、 が大きく

なると v(
t

t 0+t )は v(t 0)とは関係のない値をとるようにな

る。従って十分時間が経過すると、 

さらに、剛体球系では衝突時に限って力が働くことを考

えると、rij =σと書き換えられる。衝突回数を NC、衝突

時間間隔を tCとすると、ある期間 t において、式（15）
は、以下のように書き換えることができる。 

   ( )∑
=

∆+=
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C
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1 vσZ   （18） ( ) ( ) ( ) ( )0000 tttttt vvvv ⋅+≅⋅+  （26） 

すなわち、内積の平均は平均の内積になる。速度の各成



分の平均は 0 であるから、 
( ) ( ) 000 →⋅+ ∞→tttt vv   （27） 

が成り立つ。 
 中間の時刻での速度自己相関関数は、粒子の速度変化

の平均的特徴を表し、粒子間に働く力によって異なった

ふるまいを示し、密度、温度によっても変化する。 
 速度自己相関関数と自己拡散係数との間には次の関係

が成立する。 

( ) ( )∫
∞

⋅=
0

0
3
1 dttD vv    （28） 

これより、速度自己相関関数を積分すると、自己拡散係

数が求まる。 
 
3.3 自己拡散係数の求め方 
 自己拡散係数 D は 2 通りの方法で求められる。1 つは

平均 2 乗変位を用いる方法である。まず平均 2 乗変位 

<R 2(t)>を、 
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     （29） 
によって、 を変えながら求める。<R2(t)>は の関数と

して t が小さいところでは t2に比例し、大きいところで

は の 1 次式 6Dt +常数の形をとる。 を横軸にして    
<R 2(t)>のグラフを描き、直線部分の勾配から D を求める。

また統計誤差を小さくするように D を定めるには、   
<R 2(t)>の直線部分の関数形を at +b とおき、最小 2 乗法

を用いて a と b を定める。拡散係数は D =a /6 で与えら

れる。 
 もう1つの方法は速度自己相関関数を積分するもので、

式（4.39）の積分の上限を有限の値 tcとし、 

( ) ( )∫ ⋅= ct dttD
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     （31） 
から求める。tcを定めるには、速度自己相関関数のグラフ

を描き、その値が十分 0 に収束した時間を選んで tcとす

る。高密度液体のように速度自己相関関数に振動的ふる

まいがある場合には、サンプル数が少ないといつまでも

収束せず、tcのとり方が直接積分値に効いて誤差を与える。 
 
4. シミュレーション 
 
4.1 計算条件 
 本シミュレーションは、以下のような条件で行った。 
・ 粒子数：N=108 
・ 衝突回数（ステップ数）： 

η<0.1 のとき 10000 
η≧0.1 のとき 1000000 

・ 初速度の乱数範囲：[-1:+1]および[-1.5:+1.5] 
 
4.2 圧力 
図4は、密度に対する圧力をプロットしたものである。

与えた初速度の範囲が異なる 2 種類の結果をプロットし

ているが、圧力は速度の違いによる影響を受けていない

ことがわかる。2.3 節で述べたことが正しいことが理解で

きる。 
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図 4． 密度に対する圧力 PV/NkT-1 

 
 図 4 の点線は、Boublik と Nezbeda による、流体相の

理論値[2]であり、以下の式で表される。 

   

( )3
5

3
4

2
3

1
2

1
1

η
ηηηηη

−
−−−++

=
bbbZ  （32） 

ここで、b1=0.764314、b2=0.151532、b3=0.654551 であ

る。シミュレーション結果は、およそρ/σ-3=0.9 以下で

はよく一致している。ρ/σ-3=0.9 付近で圧力が一旦下が

っているのは、相転移が起こっているためと考えられる。

Hoover と Ree によると、0.494<η<0.545（0.943<      
ρ/σ-3<1.041）において流体と固体の共存状態になり、

この範囲で圧力は一定となる[2]。シミュレーション結果は、

流体相から固体相への相転移はよく表しているとみなせ

るが、0.943<ρ/σ-3<1.041 の範囲で圧力は一定になって

いない。これは、粒子数が N =108 と少ないためである

と考えられる。 
 
4.3 並進オーダーパラメータ 
 並進オーダーパラメータは、粒子が fcc 格子配置からど

れだけ崩れたか、すなわち格子状態からの溶解の度合い

を調べるためのもので[2]、流体相が平衡に達する様子を観

測できる他、流体と固体の判別も可能である。完全な fcc
格子の場合はオーダーパラメータは 1、格子が崩れると 0
に近づく。特に、およそ NN± の範囲内で値が振動す

るようになったとき、流体相が平衡に達したとみなす。 
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図 5． 密度に対するオーダーパラメータ 

 
 図 5 は各密度でのオーダーパラメータの平均値（太線）

および振動の幅を表す。ρ/σ-3=0.9 以下では、平均値は



ほぼ 0、振動の幅も NN± （点線）にほぼ収まってい

る一方、ρ/σ-3=0.95 以上になると、平均値は 0 から離れ

る。高密度では値が 1 に近い、つまり fcc 格子が崩れてい

ないことから、固体相であるとみなせる。ρ/σ-3=1.0 付

近では、振動が大きくなっている。これは、流体相と固

体相の共存状態であると考えられる。 
 
4.4 2 体相関関数 
 ２体相関関数 gij(r )は、ある原子種 i に着目したときに

そこから距離 rだけ離れた場所における原子種 jの単位体

積あたりの（原子種 i の原子についての）平均原子数を、

平均密度 Nj /V を単位として表している。 
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図 6． 2 体相関関数 

 
図 6 より、低密度ではどの距離でもほぼ一定（流体的な

特徴）、高密度でははっきりとしたピークを持つ（固体的

な特徴）ことがわかる。η=0.5（ρ/σ-3=0.955）では、

若干のピークがあることから、流体相と固体相の共存状

態になっていると考えることができる。 
 
4.5 自己拡散係数 
 平均 2 乗変位（msd）および速度自己相関関数（vacf）
から求めた自己拡散係数を、密度に対してプロットした

ものを図 7 に示す。 
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図 7． 密度に対する自己拡散係数 

 
図 7より、特に平均 2乗変位から求めた自己拡散係数が、

ρ/σ-3=0.9 付近で急激に小さくなっていることがわかる。

これは、流体相から固体相への相転移が起こっていると

考えられ、圧力における結果と一致する。 
 一方固体相において、速度自己相関関数から求めた自

己拡散係数は、あまり小さくなっていない。固体相にお

いては、拡散はほとんどないはずであり、自己拡散係数

のオーダーはより低い方が正確であると考えられる。し

たがって、固体相の自己拡散係数を計算する場合は、平

均 2 乗変位から求めたほうがよいと思われる。 
 次に、自己拡散係数の、特に流体相においての妥当性

を考える。ここでは、レナード・ジョーンズポテンシャ

ルの液体モデル[4]との比較をする。レナード・ジョーンズ

ポテンシャルとは、以下のようなポテンシャル関数であ

る。 
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図 8． 自己拡散係数の 

レナード・ジョーンズ液体との比較 
 
図 8 より、剛体球の流体相における自己拡散係数は、レ

ナード・ジョーンズ液体の自己拡散係数と似た傾向を持

っているとみなすことができる。 
 

5. 結言 
本研究では、剛体球系の分子動力学法シミュレーショ

ンを行い、特性を調べた。その結果、圧力や並進オーダ

ーパラメータ、2 体相関関数によって、相の状態や相転移

をよく表せることがわかった。 
また、剛体球系の自己拡散係数を、平均 2 乗変位およ

び速度自己相関関数から求め、それらについて検討した。

流体相では 2 つの方法とも有効で、固体相では平均 2 乗

変位から求めた方がよりよいことがわかった。また、流

体相の自己拡散係数をレナード・ジョーンズ液体のそれ

と比較し、似た傾向を持っていることから、これらの値

が妥当であると判断できた。 
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Summary. 

Self Diffusion Coefficient of Hard Sphere System 
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The hard sphere system is idealized model of liquid state of the simple substance. In this study, 
we carried out molecular dynamics (MD) simulation in the hard sphere potential, and examined 
thermodynamic properties. And, we obtained self diffusion coefficient both from mean square 
displacement and velocity auto correlation function, and then, examined those differences and 
validity. 
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