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ハイブリッド型ペナルティ法による浸透流問題の解析
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ハイプリッド型モデルの考え方を没透流問題に適用した新しい離散化手法として，ハイプリッド型ペ

ナルティ法(HPM)を提案するまず，水頭（ポテンシャル）の連続性を付帯条件として，これをペナ

ルティにより一般的な韮み付き残差法定式に導入した定式化を示す．続いて，水頭をテーラー展開し，

1次項までで水頭場を表現して離散化方程式を誘導する本手法は，水頭場を部分領域毎に独立に設

定するため，任意の部分領域形状を用いることができ， 複雑な地盤領域も容易に細分割することがで

きる．本論文において定式化とともに簡単な数値針算例により，本手法による解の特性を検討する．

1. はじめに

浸透流問題の解析を行う場合，有限要素法(FEM)や有

限体和法(FVM)，差分法(FDM)などが用い られている．ど

の方法も領域を部分領域や格子により分割して解析を行

う．しかしながら，部分領域形状は， FEMは水頭の内挿

関数， FVMは水頭場に依存する． したがって，複雑な地

府を有する3次元地盤の細分割は容易ではない．

また，浸透流問題の場合，自由水面を扱わなければな

らない場合も多い．FEMでは，飽和ー不飽和の概念を用

いてこれを表現する方法［l],収束計算により要素を再分

割する方法(2]などが用いられているしかし，前者の方

法では自由水面を判定するのに扱う定数が多くなり，後

者の方法では複雑な地盤での要素の再分割が困難である．

著者ら(3]は， FVMによる浸透流問題の解析法を提案し

たこの方法では， Shi(4]が提案しているマニホールド法

(MM)と同様に，水頭場と物理領城を別々に考えることが

できるため，自由水面を物理領域と考えて取り扱うこと

が可能であるただし，要素形状はポテンシャル場によ

って限定され，任意の形状を用いることはできない．

一方，著者ら(5]は，ハイプリッド型変位モデルの考え

方に沼目して， Lagrangeの未定乗数にパネの考え方を導

入し，ばね定数としてペナルティを用いて，部分領域坑

界上での変位の連続性を近似的に導入した新しい離散化

モデルを開発したこの方法では，部分領域毎に独立な

変位場を仮定し，自由度として部分領域内の変位とひず

みを用いているしたがって，部分領域の形状は任意で

あり， 節点に自由度を設ける必要はなく，領域形状を認

識するためだけに節点が用いられている．

そこで，本論文では，著者らが提案したハイプリッド

型モデルの考え方を浸透流問題に適用した新しい離散化

手法を提案する．はじめに， 水頭（ポテンシャル）の連

続性を付帯粂件として，これをペナルティにより一般的

な祖み付き残差方程式に導入した定式化を示す．続いて，

水頭をテーラー展開し， 1次項までで水頭場を表現して

離散化方程式を誘導する．また，簡単な数値計算例によ

り．本手法によって得られる解の特性について検討する．

2.浸透流の基礎方程式と重み付き残差法定式

(1)碁礎方程式

定常浸透流の基礎方程式が次式で与えられる．

（連続の方程）

（流速ー動水勾配関係）

（動水勾配ー水頭関係）
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ここで， fは消水率， hは水頭であり， v,d,kは，それ

ぞれ流速，動水勾配，透水係数を表わしており，マトリ

ックスで表すと以下の関係にある，

v = { ~: }, d = { :: }, k = [ ~ェ u゚],L= { t }

また，Qは境界r=rhurqで囲まれた領域，もしくは体

積であるただし， r,，は水頭が与えられる境界，氏は坑

界を通して領域から流入出する流凪が与えられる境界で，

それぞれ，以下の条件を滴たしている
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(5) 

ここで上付の―は既知屈を表しており， qは境界におけ

る単位面積あたりの法線方向に対する流品で，

q=nv (6) 

ただし， n は境界における外向き法線ベク

第14巻
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(2)重み付き残差法

式(1)に坑界条件式(5)を滴たす任意の重み6hを乗じて

領域0について積分すると以下の関係が得られる．

J 6h(L切＋！）ぬ＝ 0 
n 

(7) 

ただし， 6h= 0 on応

これにガウスの発散定理を用いると，次のような領域Q

に関する重み付き残差方程式が得られる．

ー、心h]t叩＋［螂＋iq6hn碑＝0 (8) 

いま図 1に示すように，領域Qは閉境界r(e)で囲まれた

n個の部分領域Q(e)から構成されているものとすると，

M 

0= u面ただし n<r)n n(q) = 0 (r f-q) (9) 

e=I 
Q(e) 

図1 領域Q と部分領域Q(e)

このとき，式(8)の韮み付き残差方程式は，式(6)の関係を

用い，離散領域に対して以下のように表すことができる．

t(-、e)[I.1Jh]t年＋、e）6hf叫＋lq6寧＝0 (10) 

(3)付帯条件付きの露み付き残差法

梵津[6]は，要素境界における変位の連続性を少し弱め，

Lagrangeの未定乗数を用いて付帯条件を変分原理に導入

したモデルをハイプリッド型と呼んでいる本論文にお

いてもこのハイプリッド型の考え方を用いて，部分領

域境界において水頭の連続性を弱め，この付帯条件をペ

ナルティを用いて瓜み付き残差方程式に導入する．

r<ab> 

Q(a) Q(b) 

図2 部分領域Q(a)とQ(b)の共通の境界r<ab>

いま，図 2に示すような隣接する 2つの部分領域n(a)と

f2(b)を考えるこのとき， 2つの部分領域における共通

の境界r<ab>，すなわち，

r <ab> = r(a) n r(b) (11) 

において，付帯条件

ft(a) = ft(b) onf <ab> (12) 

を隣接する部分領域の境界で共通な Lagrangeの未定乗数

入を用いて，

Hab= 6J応ab>入(i-,_(a)_ i-,_(b))dr (13) 

と表し，訊み付き残差方程式(10)に導入するここで，
ん(a)ならびにん(b)はそれぞれ，部分領域n(a)と!t(b)にお

ける境界r<ab>上の水頭を表しているただし，

6 J応ab＞入（h(a)-h(b)) dr 

= J応 ab>fJ入(h(a)-h(b))dr + fr応ab>入（砧(a)-6ん(b))dr

(14) 

いま，隣接する 2つの部分領域境界辺の数を Nとする

と，煎み付き残差方程式は次のように表すことができる

M 試0[L.6h]'vdn + l 6hf d~) 

舌（リr(•) 入（約） ＿砂）df)+ 1. 6hqdr = 0 (15) 

ところで，式(15)を式(7)から式(8)への展開を考廊して

因き直すと以下の関係がある．

-j均 hvd0+•. -j幻 hvdn
n(a) n（●） 

+ J応 ab>［(q(a） ＿入）6約＋（q(b)十入）6h(b)

＋（h(a) ＿砂）6入吋＋• ＝ 0 (16) 

任意の煎みについて式(16)が成立することより，

入＝ q(a)= -q(b) (17) 

なる関係が成立するすなわち， Lagrangeの未定乗数入

は，物理的にr<ab>上の流凪を意味していることになる．

3. 水頭場と Lagrangeの未定乗数

(1)部分領域毎に独立な線形の水頭場

いま， 2次元状態の場合，水頭h(x,y)が点(%Yp)を含

む部分領域Q(e)内で n回連続微分可能であれば，テーラ

ー展開は次のようになる

h(x,y)=h(％匁p)

峠{(x -%）羞＋（9 -疇｝h(％叫

責（エー→羞＋（g -叫嘉｝2h（戸） ＋ 

1 (. .  f} , . f} 1 (n-1) 
＋戸い—%）西＋（リー心｝ h（％叫

＋凡 (18)
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ここで，凡ょは剰余項である． hがC1級の関数であるとし

て，式(18)における 1回の微分までを考慮すると，水頭

h(x,y)は次のように表すことができる．

ohp,,...., oh,, 
h(e) = %＋ （エー叫—+（y-yp)一 (19) 

釦 8y

ただし， 1t(e)は部分領域n(e)内の水頭h(x,y)を，％は部

分領域Q(e)内の点(.℃かYp)における水頭を表している．式

(19)の右辺第 2項第3項の個微分は動水勾配を表してお

り，式(3)の関係を用いて次のように表すことができる．

h(e) = h,, + (x -Xp)dェ＋ （y -Yp)du (20) 

式(20)は線形の水頭場を表しており，これを各部分領域
毎に独立に設定するいま，部分領域n(e)について，水

頭の式(20)を，簡単に

h(e) = N (e) H (e) (21) 

と表す．式(21)におけるそれぞれの係数は， 2次元平面問

題の場合，次のとおりである．

H(e) = lhp,d占 」t

N(e) = ll, (x -Xp), (y -Yp)」

このように本論文で用いる水頭場は，部分領域内に

おける任意点の水頭に加え，直接．動水勾配を自由度と

して扱う．したがって，従来の FEMや著者らが展開した

FVM[3]とは異なり節点において水頭を共有しない．すな

わち．節点は領域形状を認誨するために用いるのであっ

て，従来の FEMのように自由度を設けるためのものでは

ないため，部分領域の形状は特に限定されず，任意の形

状を部分領域として用いることが可能になる

(2) Lagarangeの未定乗数とペナルティ

2在の終わりで述べたように， Lagrangeの未定乗数は，

物理的には部分領域境界面における流凪を意味している．

著者ら(5]は，構造の問題において． Lagrangeの未定乗数

をその物理的意味を考慮して，ペナルティと相対変位の

積で表した．本論文においてもこれと同様，入が流位に
対応するという点を考虚し，部分領域Q(a)とQ向におけ

る，境界r<ab>上の流凪を次のように表すこととする．

入<ab>=p如ab> (22) 

ここで， Pはペナルティを表しているまた也：ab>は境界

r <ab>上の相対的な水頭を表しており，次の関係がある

氏ab>= h(a) -h(b) (23) 

4. 離散化方程式の銹導

離散化方程式を誘導するにあたり，式(13)を式(23)を用

いて次のように杏<

Hゅ ＝ 6 J氏••>,\<ab>(fi(a) -h,(b))dr = o l広••> A<ab>氏ab>dr

(24) 

さらに，式(22)の関係を代入すると．以下のようになる．

第14巻

加 ＝6J 氏ab>応 ab>dI'
r <••> 

(25) 

したがって，式(15)は次のように困くことができる．

M 旦JO(9)[L6h]%dQ十JOI●)6hfd0+ Jrq 6hqdr) 

＋互(6Jr<9> ¢<s>叫 dr)= 0 (26) 

この式に，式(2)，式(3)の関係を代入すれば，最終的に以

下の関係が得られる

言(-JnIe) [L6h]tkL：叩＋J征 ）6hfdQ+ Jrq 6hqdr) 

心（リ知＞叫dr)= 0 (27) 
s=1 r<•> 

離散化方程式は，式(27)に対して，式(21)で示す線形の水

頭場の関係を代入することによって得られるただし，
重み6h(e)は次のように表されるものとする．

5h(e) = N(e)5H(e) (28) 

いま，式(3)で表されている動水勾配は，式(21)より次の

ように表される．

Lh(e) = LN(e) H(e) = B(e) H(e) (29) 

ここで， B（e)は，

B(e) = LN(e) (30) 

であり， 2次元問題の場合，

B(• ) = [ ~ ~ ~ ] (31) 

である同様に．重みについても以下のように表す．

L6h(e) ＝ LN(e)6H(e) = B(e)6H(e) (32) 

以上の関係を用いると，式(27)における左辺第 1項は次の

ように表すことができる．

l(,) (L6h]'kLhdn = l(,) (B(e)6砂）＇k（e)（B(e)砂）dn

= 6JI(e) L,) (B(e))t K(e) B疇 H(e)
0(e) 

(33) 

ここで，全部分領域における自由度を並べた 1次元配
列をHとすると，部分領域Q(e)に関する自由度H(e)は以

下のように関係付けられる．

H(e) = A(e)H (34) 

ここでA(e)は， 全部分領域の自由度と着目部分領域の自

由度を関係付ける行列である重みについても同様に，
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6H(e) = A(e)5H (35) これらの関係より，式(44)は次のように忠くことができる

とすると， 式(33)は次のように整理することができる
6J ¢P細＝ 6HtK<•>H

r<9> 

J [L6hllkLhdQ= 6H炉 H
Q(e) 

ここで， k(e)は以下のとおりである．

砂 ＝（A（e)）tJ (B叫呼B(e)dOA(e)
n(e) 以上のようにして求めた式(36)，式(39)，式(48)より，式

(27)は以下のように表すことができる．

また，式(27)の左辺第 2項および第 3項は，以下のように

表すことができる

J征 ）6hfdQ+Jr, 6hqdr 

= (6H四 (J。(e)(N(e)Yfdmjrq(N(e)Yqdr) 

式(38)は式(35)の関係を用いてと次のようになる

ln(,) 6hfd0+J 6hqdr ＝細 Q(e)
r. 

ここで． Q(e)は以下のように表す

Q(e) = -(A叫 (J,（e)（N(e))隣＋i_(N叫 qdr)

餃ab>= fi(a)ー砂＝ B<ab>H<ab> 

ここで， B<ab>, H<ab>は以下のとおりである．

B<ab> = LN(a),N(b)」

H <ab> = LH(a), H(b)「

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

一方，部分領域坑界面に関する項を整理するにあたり，

相対水頭¢<ab>を次のように表す．

(41) 

(42) 

(43) 

ただし，上記の(a),(b)は，部分領域n(a)とfl(b)に関する紐

を表している．これらの関係を用いると，式(27)の左辺第

4項は次のように表すことができる

6J応••> ¢P¢df = 6H~ab> 1 <••> B~ab>PB<ab>直H<ab>
(44) 

いま式(34)と同様に，全部分領域における自由度を並べ

た1次元配列をHとすると，部分領域境界面r<ab>に関

する自由度H<ab>は以下のように関係付けられる．

ここで，

ただし，

K<•> は以下のとおりである．

K<•> = M ふ j 鯰 PB<s>drM <s>
r<.，> 

M N 

6H唸；K（e) ＋互K<•>)H-tiHt （炉（e)) = 0 

ここで，重み6Hは任意であるため，最終的に以下の離散

化方程式が得られる．

KH=Q 

KおよびQは次のとおりである．

M N 

k ＝ 区K（e) ＋区K<•>
e=l •=I 

M 

Q＝こQ（e)

e=l 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

H <ab> = M <ab>H (45) 

ここで， M <ab>は，全部分領域における自由度と芯目し

ている部分領域悦界面に関係する自由度を関係付ける行

列である．同様に重みについても次の関係が成り立つ．

このように，本モデルの離散化方程式は，式(50)に示

す連立 1次方程式に帰沿し，左辺の係数行列Kは，各部

分領域の係数行列と部分領域坑界辺に関する付帯条件の

関係を組み合わせることによって得られるなお，係数
行列Kにおいて，部分領域境界面に関する積分が含まれ

るが，本論文では，積分点を境界辺の 1点（平而問題の場

合は中点）にとり解析をするこのようにした理由は，部

分領域内動水勾配が一定でかつ，流凪の連続性を保持し

ながら坑界面のいたるところの水頭の連続性を要求する

と拘束が強くなりすぎることが懸念されたためである．

5.数値計算例

本手法の精度を検討するため， 図 3に示す不透水矢板

壁下の定常浸透流問題の解析を行う．地盤は均質であり，

透水係数は lm/sである．また，解析領域は左右対称性を

考悠して左側半分とし，矢板壁下で全損失水頭を 50mと

したまた，底部および左側面は不透水坑界である．
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図3 解析モデル
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・7 誤差であったこれは，本手法が部分領域境界辺におい

て流屈が連続であるのに対して， FEM では節点で流凪の

パランスをとっていることに起因するものと思われる．

1.05 

1.03 

図 5

I ・ l.．．I 

s 
Penalty (k •IO") 

ペナルティの相異による流量の収束状況

はじめに，ペナルティが解に与える彩響を検討するた

め，ペナルティの大きさを変えて，水平方向に対して無

限の地盤における解析解[2]と比較したこの解析では，

領域深さをH=6mとし，領域幅は十分な距離を考えL=30m

としたまた，部分領域への分割は． 1辺が O.Smの正方

形領域を用いた

図5は横軸にペナルティの大きさを透水係数の 10のn
乗倍で表したものを，縦軸に計勾された流屈を解析解で

除したものを示している．図のように，透水係数に対し

て 10汀音以上のペナルティを用いると，解析解に対して

0.2％以下の誤差になるこの誤差には，領域幅の影響と

部分領域の分割幅の影響が含まれているが， 1が以上では，

誤差の変動が見られなかったため，以後の解析では透水

係数の 106倍のベナルティを用いた．
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次に，領域幅の影響について， FEMおよび解析解と比

較検討した．領域深さを H=6m に固定し，領域幅を

L=6,12,18,24,30,60mと し た 図 6は，横軸に領域幅を領

域深さで無次元化した値，縦軸に流屈を解析解で除した

値をとった図である 〇印の実線が本手法による解を，

薗印の点線が FEMによる解を表している．本手法および

FEMとも，一辺 0.5mの正方形領域を用いている．両手法

とも，縦横比が 1:3以上になると，ほぽ同じ解が得られて

いる．しかし，流屈に関する解析解との誤差は，本手法

が 0.2％以下であるのに対して， FEMは 2.5％であった

最後に，領域分割数の影響を検討した結果を図 7に示す．

領域深さを H=6m, 領域幅を L=48mとした．図の横軸は

深さ方向の分割数， 縦軸は流品を解析解で除した値を示

している．図中， 〇印の実線が本手法による解を， 遍印

の点線が FEMによる解を表している．両手法とも，領域

を細分することで正解に近づく ．ただし，本手法が， 12

分割で約 0.2％の誤差となり， 60分割では正解と一致する

のに対し， FEMでは， 12分割で 2.5%,60分割で 0.5％の
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本論文では，水頭の連続性を付帯条件としてペナルテ

ィにより一般的な重み付き残差方程式に苺入し，水頭の

テーラー展開の 1次項までで水頭場を表現して離散化方

程式を誘達する新しい離散化モデルを開発した．

本手法の特徴は，部分領域問の水頭の連続性をペナル

ティにより導入し，線形水頭場を部分領域内の任意点に

おける水頭と動水勾配により表現していること，水頭場

を部分領域毎に独立に設定していることである．したが

って，部分領域の形状は，従来の FEMのように内挿関数

に依存せず，任意の形状を用いることが可能である．

本手法による解の精度を検討するため．簡単なモデル

で定常浸透流問題の解析を行った．その結果．ペナルテ

ィは透水係数の 10汀音以上にすると精度の高い解が得ら

れることがわかったまた， FEM と比較しても，本手法

は領域分割サイズにあまり影響されず，最大でも 1％以下，

細分すれば，正解とほぽ一致する結果が得られた．これ

は，従来の FEMが節点で流屈のバランスを考えていたの

に対し，本手法は部分領域における境界において流位の

連絞性を導入しているため，領域分割にあまり影響され

ない流紐解が得られたものと思われる．

また．本手法は 3次元化が容易であり，今後，

問題を含め実用的問題を解析することによって，

精度の検証をする必要がある．

3次元

さらに

参考文献

1)赤井浩一，大西有三，西垣誠：有限要素法による飽和一

不飽和浸透流の解析，土木学会論文報告集， No.264,

pp171-180, 1977 

2)1.M.Smith and D.V.Griffiths : Programming the Finite Element 

Method(3rded.), John Wiley & Sons, 1998 

3)石垣智明 ・竹内則雄 ・草深守人 ・武田洋：線形ポテンシ

ャル場を用いた有限体積法による地下水没透問題の解析

法，法政大学計算科学研究センター研究報告第 13巻，

pp213-218, 2000 

4)G.H.Shi : Manifold method of material analysis, Transactions 

of 9th Army Conference on Applied Mathematics and 

Computing, Report No.92-1, U.S. Army Research Office, 1991 

5)竹内則雄，草深守人，武田洋，佐藤一雄：ペナルティを

用いたハイプリッド型モデルによる離散化極限解析，土

木学会構造工学論文集， 2000

6)笠津久一郎：弾性学の変分原理概論，培風館， 1972

第14巻



164 

キーワード

浸透流、ハイプリッド型ペナルティ法、重み付き残差法

Summarv. 

An analysis of seepage flow problem by using hybrid-type penalty method 
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In this paper, new discrete method which applied the approach of the hybrid model to the seepage flow problems are 

developed. First, the formulation which introduced the potential continuity by penalty in general weighting residual 

procedure is shown. Compatibility of the potential on the sub-domain boundary edge is approximately introduced using the 

penalty. Next, the Taylor's series expansion is used for potential function. It is possible that this model uses the sub-

domain of the arbitrary shape, because independent potential(jeld is assumed for each sub-domain. The equivalent solution 

with the analytical solution when it examined the accuracy of numerical solution using this model is obtained. 
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