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非線形問題に対する有限体積法の応用 
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武田 洋 

法政大学工学部システム制御工学科 
 
 
近年,構造物の形状の複雑化という背景から計算機を用いた数値解析が注目されている.現在,様々な分野
で用いられている手法が有限要素法(FEM)である.そんな中で,線形のみならず非線形問題をも視野に入
れた設計の必要性が高まっている.しかしながら FEMには要素境界での連続性が要求されるという制限
があり,不連続な現象を扱いづらい.そこで本論文では境界積分型解法であるため不連続な現象の扱いが
容易である有限体積法（FVM）に着目し,FEM の考えを踏まえつつ FVM により材料非線形問題に関す
る解析を行う 

 

 

1. 緒言 
本論文では、従来様々な分野の現場等で用いられるこ

との多い有限要素法（FEM）、そして本研究でその特徴に
着目した有限体積法（FVM）の特徴とその違いについて
説明する。その後、離散化された状態の弾塑性問題にお

ける支配方程式を増分形式で導出し、それらを元に、有

限要素の概念を踏まえつつ有限体積法の定式化を行う。

次に、得られた支配方程式を元に破壊時における処理手

順について記述する。そして最後には数値例を示し、有

限体積法の大きな特徴である境界辺単位による解析の結

果を示す。 
 
2.有限体積法と有限要素法の特徴と相違点 

有限要素法 
・領域積分型の解法 

  ・解析には要素境界の連続性が要求される 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1：有限要素法の離散化領域（概念図） 

 

有限体積法 

 ・境界積分型解法 

  ・亀裂の進展等の不連続な現象の解析が容易 

 

 

 

 

 

 

 

図 2：有限体積法の離散化領域（概念図） 

 

3. 弾塑性問題の定式化 

弾塑性問題の静的釣り合い方程式は、増分後の応力と物体

力をそれぞれ       、        と置くと、次式の様に

与えられる。 
 
 
 
式（1）に任意の重み  を乗じ，領域Ωについて積分す
ると次の重み付き残差式を得る．  
 
 
 

 

離散領域モデル 

全領域Ωは R 個の部分領域Ω(r)から構成される 

 

       ：但し 

 

式（２）は離散領域に対して次のようになる 

 

 

 
ここで式（3）の左辺第 1 項にガウスの発散定理を適用
すると、離散領域に対する弱形式が以下式のように得る

ことができる 
 
 
 
 
 
ここでΓ (r) は領域Ω(r)の閉境界であり、njはその外向き法

線ベクトルである。上式の展開においては応力テンソル

の対象性(σij=σji)を考慮している。 
また  は重み関数の１階微分の対象成分であり次の

ように表される。 

式（4）、式（5）を、式（3）に代入することによって
次式が得られる。 
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ここでは以下の展開の関係上、応力σij やひずみεij 等の

２階のテンソル量を１次元配列を用いて表すことにする。

増分量についても同様に表記を行う。 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

また物体力 f i や変位 u i 等のベクトル量も次のように 1 次

元配列を用いて表すことができる。 

 

 

 

 

弾塑性問題における支配方程式 

 
弾塑性問題における支配方程式を要約して記述すると次

のように表せる。 
 

   
 
 
 
 
この時、[L]は微分作用素であり、[D]は構成マトリクス（弾
塑性マトリクス）である 

 
 

 
 
ここで[E]は弾性マトリクスであり、ψは塑性ポテンシャ
ル、φは降伏関数（本弾塑性構成方程式ではミーゼスの

降伏関数）である。もしψ=φであればそれは結合流れ則
であり、[D]は対称行列となる。 
 
この時、式（8）は次式のような形で表される 

 

 

 

 

 

 

これらのことを踏まえ、次章では有限要素法の概念を用

いた有限体積法の定式化を行う。 

 

4. 有限体積法の定式化 

本章では有限体積法に有限要素の概念を導入し、通常の

有限要素アルゴリズムの範疇で有限体積法を用いる場合

の一般的な定式について記したい。 
まず最初に全領域Ωは M 個の有限要素Ω (e)から次によっ

て構成されるものとして話を進める 
 
        ； 
 
有限要素Ω(e)を導入すると、個々の節点に対する制御体積  

とΩI
(e)その境界ΓI

(e)は次の様に表記可能である 
 
 

 
 

ここで me
(I)は節点（I）に結合する要素の数、ΩI

(e)は節点

（I）の制御体積Ω (I)に対する要素（e）の占める部分領域
ΓI

(e)は節点（I）の制御体積の閉境界面Γ(I)に対する要素

（e）の占める部分境界である。またΩ(I)上の重み関数と

して節点（I）の値で代表される一定な関数を考える（図
２）。重み関数は制御体積内で一定であり、その他ではゼ

ロとなる。 
これらを考慮入れると、最終的には有限要素の概念を導

入した有限体積法の弱形式は次式のようになる 

式（18）は各々の節点に着目し、その節点に結合する有
限要素の部分領域を評価し組み合わせている。この手順

は各々の有限要素法について、その結合する接点に関す

る評価を行い、それを組み合わせることと同義であり、

次式の様に表現できる 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     

 
 
図 3：制御体積ΩI

(e ) 及び境界辺ΓI
(e) 

 
図 3 に示すように、neは要素（e）を構成する要素節点
の数であり、Ωn

(e)は要素（e）の n 番目の要素節点に対
する制御体積であり、Γ n

(e)は要素（e）の n 番目の要素
節点に対する制御体積の境界部分である。領域Ωn

(e)及

び境界部分Γn
(e)では n 番目の要素節点重みが用いられ

るため次式のように表記できる。 
 
 
一方、境界Γn

(e)上の変位増分は要素（e）を構成する要
素節点の変位増分より補間することができるため、式
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のように表せる。 
 
 

 
ここで、Δ{u(e)}は要素を構成する全ての節点における変
位増分を並べた一次元配列である。上式より境界Γn

(e)上

のひずみは次のように表される。 
 
 
構成方程式である式（11）より応力増分Δ{σ}は次のよ
うに表される。 

 
 
式（20）及び式（23）を式（19）に代入することによっ
て次式のような形を得られる。 

 
 
 
  
 
式（24）を簡略化して表現すると 
 
 
 
 
 
のような形になる。 
この時、各項は以下に示すとおりである。 
 
 
 
 
 
 
 
 
次に要素の（e）の n番目の要素節点の重み   は、式
（20）に示した。要素節点変位増分Δ {u (e)}と同様な配置
に要素節点の重みを全て並べた一次元配列   から対

応するものを抽出すれば、以下のように表することが可

能となる 
 
 
 
この式（29）を式（25）に代入すると以下の形が得られ
る。 
 
 
 
 
 
 
この式（30）を式（25）と同様に簡略化すると 
 
 
 
 
の様な形式を得る。 
この時、各項は以下に示すとおりである。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
この時、式（32）は節点剛性マトリクスであり、式（33）
（34）は節点荷重ベクトルである。 
また、これらは式（26）、式（27）、式（28）から分かる
ようにに、各々の要素節点 nに対応する制御体積Ωn

(e) 及

びその境界部分であるΓｎ
(e)について積分することによっ

て得られる。 
 
要素節点の変位増分Δ{u(e)}及び重み  を全体節点にお
ける値 及び を用いて次のように表される。 
 
 
この式（35）を式（30）に代入することによって次式が 
得られる。 
 
 
 
 
 

この式（36）の各項を以下のようにまとめると 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
最終的に、全体領域Ωに対する支配方程式 
 
 
が得られる。 
この時  は全体剛性マトリクスであり   は全体節

点荷重ベクトルである。これらは、式（37）、式（38）、
式（39）から分かるように、各要素ごとの節点剛性マト
リクス及び節点変位ベクトル（以後「寄与」と呼称）を

組み合わせることによって形成される。 
これらのことを踏まえ、次章では破壊を行う場合、どの

ようにして全体剛性マトリクスを組み立てていくか、そ

の手法について論じたい 
 
5. 破壊処理手順 
本論文では、破壊を行う過程で、前節で求められた全

体剛性マトリクスを実際にどのような手順で組み立てて

ゆくか、その手順について述べたい 
まず、平面応力問題に対する VonMiesesの降伏条件を示
す。この降伏条件は多くの金属材料にもちいられている
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条件であり、前節で記述した一般化された構成方程式（弾

塑性方程式）[E]はこの条件を前提に組み立てられたもの
である。 
 
 
 
この時、 は相当応力であり、σYは降伏応力である。 
 
続いて、この降伏条件を元に、要素剛性マトリクス（以

下「寄与」）から全体剛性マトリクスを組み立てる手順に

ついて図で示す。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 4：全体剛性行列組み立て手順 
 
有限体積法では前節の式（26）に示したように、制御
体積の境界辺における表面力の制御節点に対する「寄与」

を境界積分を用いることによって計算している。 
そこで、もし境界辺における表面力が先ほど示した降伏

条件の降伏曲面を越えた場合は、その境界は降伏し力の

伝達が行われなくなるものとみなし、破壊を導入する。 
従って、破壊された境界辺からは制御体積に対する寄与

は存在しないものとして（現実問題として完全にゼロに

なることはありえないが、本研究では近似的にゼロであ

るとみなして解析を行うものとする）全体剛性行列 を

組み立ててゆく 
 
6. 解析例 
本節では、これまでの手順を踏まえて、有限体積法を

用いて解析された、数値例を示す。 
図 5 のような切り欠き付きの場合、塑性域が右上に伸び
て行くことが長年の間、実験的もしくは解析的にも知ら

れている。この時、σYは降伏応力、Eは弾性係数、であ
る。 
図６を見れば分かるように、降伏曲面を超えた後、要

素そのものが降伏する有限要素法に対し、有限体積法を

用いることによって境界辺単位で降伏するため、境界辺

単位の塑性域の広がりが表現されているのが見てとれる。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図 5：金属平板（切り欠き付き） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 6：破壊例（境界辺単位の塑性域の広がり） 

 
7. 結言 
本研究では、従来用いられることの多い有限要素法に、

有限体積法の概念を導入することによって、有限要素法

の弱点である、要素境界での連続性が要求されるという

制限に対する解決法を提示できたのではないかと思う。 
また従来の有限要素法の概念を踏襲しつつ有限体積法

の定式化を行ったため、容易に計算を行うことができる。 
今後に考えられ得る展開は、本アルゴリズムを用いて、

より現場に即した精密な解析を行うこと、そして 2 次元
にとどまらず、3 次元での解析手法の確立なども考えられ
る。 
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