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本文は静水圧に依存する異方性材料の降伏関数について考察したものである．まずはじめに， Hill

の異方性降伏関数を静水圧依存型に拡張した代表的な降伏関数であるPariseauの降伏関数の力学的

意味を考察することによりその適用範囲を明礁にした．次に，材料主軸方向の異方性の割合が静水圧

応力に依存して変化するような直交異方性材料に対して，従来の基本的な降伏関数の自然な拡張とし

て与えられるより一般化した異方性降伏関数について考察し，新たな静水圧依存型異方性降伏関数を

提案した．この降伏関数は，降伏曲面の大きさと偏差平面の形状が共に静水圧応力に依存するもので

ある．また，この異方性降伏関数に含まれる材料バラメータをごく一般的な試験によって決定する方

法が示された．最後に，異方性岩盤材料に対する試験結果と計算値の比較がなされ，提案する降伏関

数が従来の降伏関数に比較して，異方性の表現性に優れていることを示した．

1. はじめに

異方性材料の材料主軸と応力の座標軸を一致させ

た応力空間の基底を補正することにより材料の異方

性を表現した降伏関数が提案され，同時にその構成

方程式と具体的な離散形式が文献[1,2]に示された．

本文は，この降伏関数の力学的解釈とその適用性に

ついて考察を加えたものである．

まず， Hillの異方性降伏関数 [31を静水圧依存型

に拡張した代表的降伏関数である Pariseau[4]の降

伏関数の力学的意味を明らかにすることによりその

適用限界を示す．次に，さまざまな異方性を示す材

料に対して，従来の基本的な降伏関数の自然な拡張

として与えられる静水圧依存型のより一般化した異

方性降伏関数について考察した後，著者らが提案す

る異方性降伏関数 [1,2]の再定式化を試みることに

よりその力学的解釈を行う．また，この異方性降伏

関数に含まれる材料パラメータの実用的な決定方法

についても考察する．

最後に，異方性岩盤材料を例とした試験結果と計

算値の比較を行い， p虹iseauの降伏関数の適用限界

を明らかにすると同時に，新たに提案した降伏関数

による異方性の表現性について考察する．

2. p江 iseauの異方性降伏関数と材料パラメータ

P紅iseauやTsai-Wuの降伏関数[5]は応力に関す

る完全二次形式から出発して直交異方性の条件を満

足し，かつ応力の二次の項が静水圧に依存しないと

仮定することにより与えられた．しかしながら，こ

れらの降伏関数に含まれる材料パラメータは，ごく

一般的に利用されている材料試験のみで決定するこ

とが難しく，実用的観点から問題を残している．こ

こでは，異方性材料の降伏曲面を幾何学的に考察す

ることにより，これらの降伏関数を再定式化し，そ

の過程でより実用的な材料パラメータの評価方法を

検配する．

まず，直交異方性材料の三つの材料主軸方向に一

致する一軸強度をそれぞれ U1u,U2u, U3uとし， 主

応力軸をこの材料主軸に一致させた図 1を考える．

三つの一軸強度によって作られる△ABCは，等方



性材料の場合は静水圧軸 <lmmに直交する T 平面内

にあるが，異方性材料では一般的に静水圧軸に直交

しないそこで，以下のような仮定を詔めることと

する．

任意の等しい拘束圧pに対する三軸試験から得ら

れる三つの材料主軸方向の強度 qi: 

ai =qi, 巧 =(JA: = p (i =f. j # k : 1, 2, 3) (I) 

が，主応力軸と材料主軸を一致させた座標系内で作

る平面を考える．このとき，異なる任意の拘束圧 p

の値に対して作られる全ての平面は互いに平行であ

ると仮定するこの仮定によれば，任意の等しい拘

束圧に対する三つの強度が作る全ての三角形は， 三

軸試験の特別な場合である一軸試験から得られると

ころの△ABCと互いに平行である．このことから，

このような平面を，等方性材料に対する 7r平面に

対して汁平面と呼ぶこととする．

祈平面に対する単位法線ベクトル i（佑，泌，加）

は， nと3つの主応力軸 <J1, <Jが四とのなす角を
それぞれ ()1• ()が約として次式で与えられる．

<71 

(13 

u 

(1mm 

”2 

図ー1材料主軸方向の一軸強度と 汁平面

佑 ＝CfJSO1，妬 ＝cos約，妬 ＝cos03 (2) さらに， 図ー1より面積 Siは次式で表される．

また，原点から汁平面までの距離 hは材料主軸方

向の一軸強度を用いて次式で表される．

h = a1un1 =(J%泌 =(J3u妬 (3)

さらに，四面体OABCの体積Vは△ABC,および

△OBC,△OCA,△OABの面積をそれぞれ Sお

よびS1,S2,ふとすると次式のように表せる．

1 1 1 1 
v = -Sh = -0uS1 =-(J％ふ＝ー(J3uふ (4)
3 3 3 3 

式(3)と式(4)から単位法線ベクトルnの各成分は
次式で与えられる．

恥＝邑 (i=l,2,3) (5) 
s 

また，面積 Sは次式で与えられる．

S=必（S-a）（s -b)（s -C) (6) 

ここで， a,b, c, sはそれぞれ次式で計算できる．

a=祁 ＝¢ 

b＝冗 ＝¢□
c=四＝戸

1 
s=i(a+b+c) 
2 

S, = ~ajuaku (i'f'j # k : I, 2, 3) (7) 

式(7)を式(5)に代入することにより，次式の関係

を得る．

沿＝盗心に (i# j # k : I, 2, 3) (8) 

次に， 図ー1に示すように，汁平面上での八面体せ

ん断応力な~t と八面体垂直応力り。ct1 を，汁平面に

作用する応カペクトル［の汁平面に沿った方向と，

それに直交する方向に分解した大きさとして定義

する．

図ー1の△ABCに作用する応カベクトルtの各成
分t、は，四面体OABCに作用する応力の釣合条件
から次式で与えられる．

‘‘‘‘‘‘  t1 = a-1柘， t2= 0-2西， t3= 0-3妬 (9) 

したがって，八面体垂直応力 aoctは次式のように

表される

け。ct = t1柘＋ら妬＋ら妬
= n恥＋吋(J2十吋(J3 (10) 

l応カテンソルの不変量として定義される正しい意味での八面

体応力とは異なるが，什平面上で類似した量としてこの名称を用

いる．



同様に，八面体せん断応力 ¥octは，式(9)と式(10)

を用いて次式のように表すことができる．

な、＝p＿況ct=

(Jf吋(1-礼1)＋(J詞（1-吋）＋6詞 (1-汎3)

一軸試験および三軸試験結果を用いて以下のように

決定することができる．

材料パラメータ b1,b,z,妬は， 三つの材料主軸

方向に対する一軸強度 aiuを用いて．式(8)から酎

算される入を式(15)に代入することにより決定さ

ー2((J1(J位祖＋ a四3~n~ + a3a1n詞）（11) れる．材料パラメータ a1,ll2, aaは，一軸強度に

対して式(13)から計算されるなoct(aiu)を用いて，

ここで， 次式のように表される．

1-汎f＝吋＋社（if. j f. k : 1, 2, 3) (12) 

の関係を考慮することにより，式(11)は次式のよう

になる．

好ct＝汎詞（m-び2)2＋吋吋((12-a” 

+n詞(aa-ai)2 {13) 

式(10)と式(13)を用いて，異方性材料の降伏関

数Jを，主応力状態に対して次のように表現する
ことを考える．

l=［礼国(cr1-a2)2 + n因 (a2一四）2

団詞（咋ーa1叩
ー(a:1n拓＋a函62+a追拓）一K= 0 (14) 

ここで，上式の各係数を次式のように置き換える．

n~~ = b1, ~吋＝ b.i, n詞 ＝b3

磁~ = a1, a~ = 吟，碕5 = a3 {15) 

上式の係数を用いた主応力状態で表現した式{14)

は，せん断応力成分も加えた一般応力状態で書き換

えることにより，異方性材料の降伏関数が次式のよ

うに表現できる．

f = [b1(a11 —咋）2 +~ (a22 -a33)2 

＋む（咋— (111)2

+b4((l討＋妬(a研＋如（知）叫

-(a1a11+ll2a22 + a3(l33) -K. = 0 (16) 

ここで， b4,b5,妬はせん断応力成分に対して新た

に導入された材料パラメータである．明らかに，式

(16)はPariseauの降伏関数に一致している

上記の議論から， Pariseauの降伏関数に含まれる

材料パラメータの力学的意味付けがなされた．この

ことから，これらの降伏関数の材料パラメータは，

a1 ＝ 
和ct((Jlu)-k 

alu 

a2 ＝ 
Toet(a2,.) -k 

62u 
(17) 

a3 ＝ 
和ct(C73u)-k 

a3u 

一方，すでに材料パラメータ b1,b2,妬は決定さ

れていることから，式(17)を用いて式(16)中の材

料パラメータである a1,a2, a3を消去することに

より， これらの降伏関数に含まれる未定材料パラ

メータは，主応力状態に対して Kのみとなる し

たがって， 三つの材料主軸方向の三軸試験結果が少

なくとも一組以上あれば kを決定できる．

ただし， この材料パラメータ Kは三つの材料主

軸に対してそれぞれ計算されるため，これら三つの

値が工学的に許容できる程度に近い植である場合に

限り，その平均値として決定される．もし，その差

が無視できないほどに大きい場合には，この種の降

伏関数は与えられた材料の降伏関数として利用すべ

きではないと判断しなければならない．

材料パラメータ b4,bが妬は， 任意の二つの材

料主軸によって構成される平面内で， 一つの材料主

軸に対して45° 傾いた方向での一軸強度を用いて決

定されるなお，その誘導過程の詳細は，後に述べ

られる手順と全く同様であることからここでは省略

し，以下に結果のみを示す．

切＝［

b5 = [ 

妬＝［

<T(l-2)(a1＋02) + 2K 
l2 -（わ ＋妬）

o• (1-2) 

(J(2-3)（の十a3)+ 2K. 
l2 -（妬 ＋b1)

O△ (2-3) 

a(3ーl)(a3+ a1) + 2K 
戸ー (b1＋b-i) 

び(3-1) 

(18) 

ここで， a;i-j)は，任意の二つの材料主軸i,jに

よって作られる平面内で，これらの軸から45°傾い

た方向の一軸強度である．



3.応力空間基底補正型の異方性降伏闘数

直交異方性材料に対する Pariseauの降伏関数は，

静水圧応力に依存して降伏曲面が拡大 ・縮小するも

のの，その形状は静水圧非依存であり，互いに直交

する三つの材料主軸に対する異方性の割合が静水圧

応力の大きさに無関係である． しかしながら，異方

性材料の降伏関数としてより一般性を持たせるため

には，降伏曲面の形状も静水圧応力に依存する関数

を考える必要がある．

3.1降伏闘数のより一般的な表現

直交異方性材料に対する新たな降伏関数を考える

に先立って，等方性材料に対する古典的な降伏関数

である vonMisesとDrucker-Pragerの降伏関数を

含み，異方性材料に対してはHillの降伏関数とその

拡張としての Pariseauの降伏関数を表現できるよ

り一般化された降伏関数の基本形を，次式の表現を

用いて与える

/ = ~-{A}叩｝＝k (19) 

ここで，上式の各係数マトリックスは次のとおりで

ある．

{A}= [a1・02I a3, 0, 0, of (20) 

2c11 C12 C13 

゜゚ ゜C12 2oi2 ~3 

゜゚ ゜[B]＝ |C13 Di3 2c33 ゜゚ ゜I (21) ゜゚ ゜
au 

゜゚゜゚ ゜゚
C55 

゜゜゚ ゜゚ ゜
嗚

式(19)は， 応力の二次形式で表される直交異方

性材料の降伏関数の一般形であり，左辺第一項を静

水圧成分と偏差成分に分解すると次式を得る

2[c11S~1 十 ~2Sお＋ C33命＋

叩 S11S22+如S22S33+ C13S33S11] + 

2,?-1c11 十 ~2 + C33 + C12＋如＋C13]+ 

2pl(2cn + C12 + cu)s11 + (2四＋ C12+如）S22

+(2c33＋如＋C13)S33]+ 

叩 af2+ c55a~3 ＋如aも (22)

ここで， pとSijは応カ (Jijの第一不変量（静水圧

成分）と偏差応力を表し，次式で定義される．

1 1 
p=j(J“'sij = ％-3(Jkk妬 {23)

ただし．妬はクロネッカデルタを表し，添字には

総和規約が適用されている．

式(19)の特別な場合として第一項が異方性に対

して静水圧成分に依存しないようにするためには，

式(22)の静水圧 pに依存する各項の係数は次式の

関係を満足しなければならない2[6,7,8J.

2c11 + C12 + C13 = 0 

2如＋ C12＋如 ＝0 (24) 

2c33 + C23 + C13 = 0 

さらに，上式を満足するこれらの係数を新たに次

式のように置き換えた後，式{21)に代入することに

よって， 式(19)の一般化降伏関数は式(16)で示し

たPariseauの降伏関数と一致させることができる．

C12= -b1，Di3 =ーb2, C13 = -b3 

C44 = b4, C55 = bふ％6=妬 (25)

3.2応力空間基底補正型降伏関数

式(22)から明らかなように， 式(19)の左辺第一

項には静水圧成分を含んでいるここでは，式(19)

の特別な場合として，異方性から等方性まで統一的

に表現でき かつ等方性に対して T平面の形状が

静水圧成分に依存しないような降伏関数を考えるこ

ととし，式(22)の静水圧項を参照して係数％を次

式のように置き換える．

C11 = b~, 如 ＝硲， C33 = b~ 

C12 = -b1わ， 如 ＝ーわ妬， C13 = -b如 (26)

叩 ＝砧 C55= b;，嗚 ＝ b~

b1＝b,z = b3,およびb4＝妬＝％と置くことに

より，明らかに式(22)は静水圧非依存となり，かつ

等方性を示すことになる． 一方，これらの係数のう

ちb1，わぶのいずれか一つ以上が等しくない場合，

式(22)は静水圧依存の異方性を示すこととなる

2このとき，忙の係数は自動的にゼロとなる．



次に，式(20)の係数マトリックス {A}を，任意

の正の定数 a1心2心3を用いて，

{A}= (a1b1, 02~, a:西，o,o,of

のように置き換え，かつ (B]を式(26)を用いて次

式のように書き換える

間 ＝

1

1

 

2

1

b

b

 

b

わ

わ

0

0

0

＿一

2
 

ーb1b-i

喝
-b3b.i 

゜゚
゜

3

3

 

b

b

2

3

 

bl
わ
泌

o
o
o

―― 
0

0

0

庇
0

0

0

0

0

0

埒
〇

0

0

0

0

0

碕

(27) 

(28) 

このとき， 式(19)で表される異方性降伏関数の一

般形は，その特別な場合として次式のような表現を

与える．

f = ({b1r711 —如2が＋ （知咋—如33)2

+(b3r733 -b1u11)2十硲o名＋碕必＋b初紐
ー(01b1u11+ 02~0"22 + a3b匹33)= k {29) 

式(29)の降伏関数は，異方性の表現が応力空間

の基底に現れていると見ることもできることから，

これらの降伏関数を応力空間基底補正型降伏関数と

呼ぶこととする．明らかにこの降伏関数は，その特

別な場合として，等方性を示す材料についてはvon

MisesとDrucker-Pragerの降伏関数を含んでいる

が，各材料主軸方向の異方性の割合が静水圧に依存

しないとする Hillあるいは Pariseauの降伏関数と

は異なる．

3.3材料パラメータの評価手法と試験

応力空間の基底を補正した降伏関数に含まれる材

料パラメータの力学的意味は，すでに述べたように

材料主軸方向の異方性の割合を表現したものと見な

せるこのため，これらの材料パラメークもまた，

これまでに述べてきた他の異方性降伏関数と同様に

その比率のみが意味を持ち，その大きさそのものに

意味を持たない量であるしたがって，式(29)等に

含まれる材料パラメータ b'° aかには唯一定まる量

として決めうるものではなく，それぞれの比のみが

意味を持つ無数の組として存在するこのため，こ

れらのパラメータの評価式を陽な形で定式化するこ

とはできないこの問題を解決する一つの手段とし

て， 一組の材料パラメータ（G.t, b;に Kを含めて

計 10個）を制約条件付きの非線形最適化法を用い

て推定することとする．

最小化する目的関数 Fは次式で与えた．

n 

F＝区（凡）2
i=1 

ただし， Rは次式で計算されるものとする．

bi> 0 

(30) 

凡＝✓｛デ[TJT[Bl[T]{<7} -{A}T[T]{<7} -k (31) 

ここで， nは材料試験値の総数（一組の応力 {0}

を試験値とした総組数）であり， ［T]は応力に関す

る座標変換マトリックスを表し， 一軸および三軸圧

縮試験の載荷軸が材料主軸となす方向によって定ま

るただし，この座標変換マトリックス [T]は，応

カテンソルに関するものではなく，応力の独立な成

分のみを一次元配列表示した {0}に対する変換を

意味することに注意する必要があり，著者らにより

文献[9]にその詳細が示されている．

式(30)の最小化問題に対する制約条件は， 降伏

関数の物理的意味，あるいは特別な応力状態として

の一軸や純せん断状態を考えることにより与えられ

るまず，式(29)において，材料主軸に一致した主

応力状態を考えると，静水圧依存型の他の降伏関数

と同様に，材料の降伏は主応力差の大小によって表

現されている． したがって， b1～妬は降伏関数

の物理的意味から負の値を取ることは考えられず，

次式の制約条件を必要とする．

(i = 1, 2, 3) (32) 

またこのとき，材料主軸に一致する一軸応力状態に

対して，式(29)から次式の関係を得る

k 
(¢ -a池＝—- ＞〇

びiu

上式と式(32)から，材料パラメータ a1~a3の制

約条件が次式で与えられる．

0<a戸ハ庖

bi> 0 

(i = 1, 2, 3) 

(i = 1, 2, 3) 

(33) 

{34) 

さらに，材料パラメータ切～妬に対する制約条件

は，式(29)に対する純せん断応力状態を考えるこ

とにより次式で与えられる

(i = 4, 5,6) (35) 
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式(48)の材料パラメータの評値鯖景 ：10-2

b1 = 2.062ら＝ 1.851b, = 2.062 
i囀＝6.582妬＝6.582如＝6.038
01 = o.930 a, = o.524 o3 = o.o3o 
式(14)の材料パラメータの評僅輯果 ：lo-3 

b1 = o.308ら＝0.308ら＝0.570
b、=4.102b5 = 4.102 be= 2.873 
ふ＝ 9.2邸¾ = 5.036 a3 = 9.286 

：草渫ー武田

-------: Pariseau 
記号：試験値
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式(48)の材料パラメータの評値結果 ；10-2 

b1 = 0.736 b-.i = 0.731 b:i = 0.747 
ふ＝2.358島＝ 2.381bo = 1.749 
fi1 = 0.262 G.2 = 0.238 as = 0.294 
式(14)の材料パラメータの評価結果 ：10-.，
ふ＝0.112ら＝0.058ら＝0.000
b, = 0.162妬＝0.553応＝0.147
釘＝ 2.843G.2 = 5.098 d3 = 0.000 
l . I I l 

：軍深ー武田
-------: Pariseau 
記号：試験値
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材料主軸と載荷輪のなす角度（度）

90 

図 2Tournemire Shaleの試験値(10]と計算値

4 試験値と計算値の比較および考察

本章では，提案する応力空間基底補正型降伏関数

が，材料パラメークの評価手法を含めて実際の材料

の強度異方性をどの程度表現できるかを調べるため

に，岩盤材料を対象とした試験結果と計算値の比較

から考察を加えるなお，以下に示す試験値は，い

ずれも材料主軸に対する傾き 0の間隔が粗く， 最

小強度を示す方向角 0ominを正確に決められない

このため， 以後これらの値を示すときには＂付近'’

あるいは範囲を表す'’~’'を用いる また，計算値

のように値を確定できる場合は，等号記号あるいは

変化を表す＂→"を用いる．

図2～図—4 は， 7r 平面で見た降伏関数の形状が静

水圧応力にほとんど依存しない岩盤材料の試験値と

計算値の比較例を示したもので，図中には，提案す

る異方性降伏関数と Pariseauの降伏関数による計

算値を示した．

図3Green River Sh叫e-2の試験値[111と計算値

図2は， Niandou[lO]による Tournemireshaleの

試験値と計算値の比較を示したものである両降伏

関数による計算値に大差はなく，いずれも試験値と

よく一致している また． 材料の第一主軸 0= 0° 
と第二主軸 0=9OO方向の強度比 n=<J2/<J1およ

び最小強度を与える方向 0r7m切は試験値と計算

値の両者でほぽ 11= 1.0, Br7min = 46° 付近にあり，
拘束圧に対してほぽ一定であることが分かるこの

ことから， Tournemire shaleの T 平面形状は静水

圧応力非依存に近く， Pariseauと提案する降伏関

数とによる計算値がほとんど一致する理由と考えら

れる．

図 3は， Mclamoreら[11]による GreenRiver 

shale -2の試験結果と比較したものであり， やは

り両降伏関数による計算値と試験値は比較的よく一

致している．強度比の変化は 11= 0.9→ 1.0程度と
僅かであり．試験値と計算値の両者でほとんど一致

している． さらに， 最小強度を示す方向角 0,min
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式(48)の材料パラメータの評価綺景 ：10→
b1 = 0.624 11:2 a= 1.171 b3 = 0.624 

む＝3.664妬＝3．664 b6 = 1.520 
ti1 =0．茄8 /½ = 1.224 ii3 = 0.208 
式（14)の材料パラメータの評価結景 ：10-3

i,, = 0.094ら＝0.094応＝0.000
ら＝1.3()1妬＝ 1.361be = 0.181 
ii1 = 4.088 ii2 = 8.549 iis = 4.088 

= 
ー： 軍翠—武田
-------: Pariseau 
記号 ： 試験•
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図-4Penrhyn Slateの試験値112]と計算値

30 

25 

0

5

0

 

2

1

1
 

(
g-
)

:
b

巳
學
置
出

式(48)の材料パラメータの評値結景 ：10-1

b1 = 2.098 ~ = 1.457 I>, = 3.098 

i,, = 6A1s bs = 6.418ぬ＝5.081
ti1 = 1.756 ii,= 1.005 03 = 1.756 

ー ：草深—武田
記号 ：試験纏
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材料杢軸と載着輪のなす角度（度）

図ふ異方性セメントモルタルの試験値と計算値

は一定であるが，試験値で Bumin= 30° ~ 45°,計
算値で Bumin= 45°であり．拘束圧の影響は受けな
いもののあまりよい一致を示さなかったしかしな

がら， この頁岩についても T平面の形状は静水圧

応力非依存に近く， 提案する降伏関数と Pariseau

による計算値がほとんど一致する結果となった．

図4は，Attewellら[121による Penrhynslateの

試験値と計算値を比較したものであり，やはり計算

値は試験値と比較的よく一致しているが，降伏関数

によって多少の違いを生じている．

この粘板岩の強度比と最小強度を示す方向角およ

びその変化は，先の二つの頁岩の例と異なり，試験

値で 1J= 1.3-+1.0, Bumin = 30° ~ 45°程度と判
断されるが， 提案する降伏関数による計算値では，

1J = 1.4→1.0, Bumin = 38°-+43°であり，拘束
圧の増加に伴って変化している．このことから，降

伏関数の 7r平面形状は静水圧応力の影響を考慮する

必要があるものと判断される

一方， Pariseauの降伏関数による計算値では，

拘束圧に無関係に T/= 1. 1, 0amin = 43°の一定値
を示し，静水圧応力による異方性の変化を表現でき

ない． 図＿5~図-8は， T平面で見た降伏関数の

形状が静水圧応力に依存して変化する岩盤材料の試

験値と計算値の比較例を示したものであるなお，

これらの例では Pariseauの降伏関数についての計

算値を示していないこれは，これらの試験値に対

する降伏関数の T平面形状が静水圧応力に強く依

存することから， Parise皿の降伏関数の材料パラ

メータを決定できなかったためである． 換言すれ

ば，Pariseauの降伏関数による異方性の表現は，

図4に示した程度の異方性までが限界であるよう

に思われる．

図5は，著者らが行った異方性セメ ントモルタ

ル供試体の試験値と計算値の比較を示している．

供試体は，モルタルを層厚 5mm間隔で打設し

たプロックから所定の方向（打設面直交方向に対す

る傾き）でコア抜き ・整形したものを使用 したな
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式(48)の材料パラメータの評価結果： 10-2

bl =0.360ら＝0.4R4b3 = 0.360 
b4 =1.916尻＝ 1.916i,0 = o.871 
ふ＝0.123a2 = o．邸 ii:i= 0.123 

：軍深ー武田
207 I 記号：試験●

゜0 10 20 30 -40 50 60 70 80 90 
材料主麟と載荀軸のなす角度（度）

図6Austin slateの試験値(11]と計算値

ぉ，供試体に異方性を持たせるために，すべてのモ

ルタル打設境界に不連続材（千烏状に ¢=8mmの

円孔を開けた紙）を挟んでいる．

この異方性セメントモルタル供試体の例では，拘

束圧による強度比の変化は，試験値と計算値の両者

で一致しており， 11 = 1.1→1.3であるまた，最

小強度を示す方向角の試験値は島min= 20° ~ 45° 
の範囲内で若干移拗する傾向にあるが，提案する降

伏関数による計算値では， 0umtn= 45° の一定値を

示した．このため， 0= 20°での試験値と計算値に

有意な誤差を生じている

図6は， Mclamoreら111]による Austinslateの

試験値と計算値の比較を示したものである．この岩

盤材料は， 図ー5の例とは逆に， 拘束圧による強度

比の変化は試験値と計算値の両者で n=1.0 →0.9 

程度と小さく．最小強度を示す方向角は，試験値で

は 0匹 iin= 30° ~ 40° の範囲に位置し，計算値で
は拘束圧によって 0amin= 40° →44°の移動がみ

られる．

図-7は， Dona.th[13Jによる Martinsburgs]ateの
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式(48)の材料パラメータの評価綺果 '.10-2

bi= 0.748ら＝1.502b3 = 0.748 

i,~ = 5.580 i,5 = 5.580 i,0 = 1.765 

d1 = 0.239 ii2 = 1.G92 •h = 0.239 

ー ：車深ー武田

記号：試順傭

15 30 45 60 75 90 

材料主軸と載葎輪のなす角度（度）

図7Martinsburg slateの試験値[13]と計算値

試験値と計算値の比較を示したものである前二例

は，強度比 nと最小強度を与える方向角 0cmmのい

ずれか一方が拘束圧の影響をあまり受けない材料に

対する比較を行ったものであるが， n と (J~min の両

者が拘束圧によって大きく変化する材料に対する比

較例として図7を示した．

この材料の強度比は，試験値で 1J= 1.6→ 1.1, 

計算値で T/= 1.8→1.1と拘束圧により大きく影響

を受ける同時に，最小強度を示す方向角も，拘束

圧によって試験値で， 0,,.min= 30° ~ 45°の範囲で
移動する傾向がみられ，計算値では．拘束圧の増加

に伴って，0c叩 n= 38°→43°の移勤がみられる．

これは， T 平面で表した降伏関数の形状が静水圧応

力に強く依存する一つの現れであると判断される．

図-8は， Fracturedsandstoneに対して， Horino

ら[141が実施した試験値と計算値の比較であり，こ

の材料は極めて異方性が強く，試験値と計算値の差

が大きい事例として示した．強度比は，拘束圧の増

加に伴って試験値で TJ= 1.3→ 1.0まで変化し，計

算値で n=1.6→1.0の移勤をみた．
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式(48)の材料パラメータの評偏籍果 ：10-2

b1 = 0.677 1>:i = 2.7R2 II;,= 0.1177 

i,~ = 4.410ら-4.416ら＝ 1．603 
ii1 = 0.258 ii2 = 0.355 <i3 = 0.258 

ー ： 草翠—武田
記号： 試験値
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図-8Fractured S皿 dstoneの試験値114]と計算値

また，最小強度を示す方向角は，拘束圧の変化に

対して，試験値で 0amin= 20° ~ 45° の範囲で移勤
する傾向がみられ，計算値では (}amin= 30°→39° 

の移動がみられる． これはいずれも 図-7で取り上

げた粘板岩と同程度の変化であるが，図から分かる

ように，他の例に比べて最小強度を与える方向がか

なり低角度で， かつこの付近での強度変化が V字

型に急変している．

Ram皿 urthyl15]は岩盤材料の強度異方性を以下

のように三つのタイプに分類している．

• uタイプの異方性： 0=90°で最大圧縮強度
を， (} = 30°付近で最小強度を示し，圧縮強

度と載荷軸方向によって描かれる強度異方性

曲線が滑らかな U字形を形成する．

• ショルダータイプの異方性：(}= ooで最大圧
縮強度を 9 (}＝ 15° ~ 30°の範囲で最小圧縮
強度を示す滑らかなショルダー形強度異方性

曲線を形成する

●うねりタイプの異方性： 0= 90°で最大圧縮

強度を， (J= 30°付近で最小強度を示し，複

数の弱面によって強度異方性曲線は波打つ．

しかしながら，今回の計算例で取り上げた試験結

果は，上記の分類に明確に当てはめることはできな

ぃ．このため，ここでは次のような分類を試みるこ

とにしたただし，方向の異なる複数の弱面に起因

するうねりクイプは除く．

• 対称型異方性： 0 =45°付近で最小強度を示し，

その左右で強度異方性曲線が対称形である．

• 非対称型異方性：強度異方性曲線が非対称形

のバスタプ曲線を示し，材料主軸方向の強度

が異なる．

• V字型異方性：強度異方性曲線が非対称形の

V字曲線を示し，かつ材料主軸方向の強度が

異なる．

図2．図3は対称形異方性に属し．この種の材料

に対しては， 提案する降伏関数と Pariseauの降伏

関数のいずれも適用範囲内にある．

図4は対称型と非対称型の中間に位置しているこ

とから判断して P紅iseauの降伏関数の適用限界で

ある．

図ふ～ 図7は非対称型異方性に分類され，基底

補正型降伏関数は適用可能であるが， p紅iseauの

降伏関数は適用外と思われる．

図名は V字型異方性に近く，基底補正型降伏関

数によっても精度的に問題が残る．

5. あとがき

本文では，まづ Pariseauの降伏関数を降伏曲面

の幾何学的考察から再定式化することにより．この

降伏関数に含まれている材料パラメータの力学的意

味を明らかにし．その適用範囲を示した． Pariseau

の降伏関数は．応力の二次の項が静水圧応力に依存

しないことから． 降伏曲面の T平面の形状が静水

圧応力に依存するような材料に対しては適用できな

いという問題点を指摘した．

次に，さまざまな異方性材料に利用できる新たな

降伏関数について考察し，従来の基本的な降伏関数

の自然な拡張として与えられる静水圧依存型の異方

性降伏関数を提案した．この降伏関数は．形式的に



は応力空間の基底すなわち応カテンソルの独立成

分に異方性に応じた係数を乗じることによって異方

性を表現したものであり，降伏曲面の大きさはもち

ろん 7r平面の形状も共に静水圧応力に依存する．

さらに，この降伏関数に含まれる材料パラメータ

は，異方性に関する材料主軸を含むさまざまな方向

で実施されるごく 一般的な一軸および三軸圧縮試験

結果から最小二乗法等を利用して評価できることを

示した．

最後に，一軸および三軸圧縮試験結果と計算値の

比較から，新たに提案した降伏関数による異方性の

表現性について考察を加えた．その結果，提案する

降伏関数は，従来の降伏関数比ぺて異方性の表現性

に優れていることを示唆した．
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Summary. 

Anisotropic Yield Function for Hydrostatic-Pressure-Dependent Materials 
and Evaluation Method of Material Parameters 

'Tuyoshi Kaneshige Youichi Tomioka Hiroyuki lyoda Hideaki Aoyanagi 

Department of Civil Engineering, Hosei University 

Morito Kusabuka. 

Computational Science Research Center, Hosei University 

Hiroshi Takeda 

Department of System and Control Engineering, Hosei University 

A new anisotropic yield function w邸 proposedfor the hydrostatic stress dependent materials. This function 

consists of an idea that each independent components of a stress tensor is multiplied by the arbitrary coefficient 

corresponding to each anisotropic principal a心． Bothof a meridian of this yield surface and a shape of the 

deviatoric stress plane are dependent upon hydrostatic pressure. It was shown that a number of classical yield 

functions are derived from the proposed yield function as special cases. 

The material parameters included in the proposed yield function ware e叫 uatedby using a nonlinear opti呻 a--

tion programming method with certain constraint conditions. This method can evaluate the material parameters 

only by conventional uniaxial and triaxial compression tests, and do not require any difficult tests as simple shear 

tests or uniaxial tention tests for rock like materials. 

To prove the皿efulnessof the proposed yield function and material parameter e叫 uationmethod, the nu-

merical analysis results for various anisotropic rock materials were compared with the experimental results. The 

conclusions are as follows; 

• the numerical results of yield strength have good agreement to the experimental results for various 

anisotropic rock materials, 

• the minimum yield stress occurs at an orientation angle within 30 and 45 degree to a principal axis of 

anisotropy, 

• an orientation angle that the minimum yield stress occurs increases according to hydrostatic pressure, 

• the ratio of anisotropy decreases acoording to hydr⑱ tatic pressure. 

By this results, it was shown that the proposed yield function h四 goodexpression for the mechanical 

characteristics of anisotropic materials. 
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Plasticity, anisotropic yield function, material parameter, nonlinear optimization programming, Rock 


