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システム非線形度とボルテラ級数を用いた推定

水田博久 猪俣 望 八名和夫

法政大学大学院工学研究科電気工学専攻（電子情報系）

本論文において、観測されるシステムの入出力時系列からシステムの非線形の度合を表す指標とポルテラ級数を用いた推定

法について論じる。まず、最適線形系とバラメトリックな非線形システムモデルによる出力予測誤差の差を用い、非線形モ

デルを条件とした条件付き非綜形度を定義した。この指標はシステムが線形の場合 0、入出力が無相関になり船形系による

予測が不可能な場合に 1となる。しかし、最適モデル構成の決定については議論していない。そこで本論文ではポルテラ級

数による非線形モデルを考えた場合について最適モデル構成を決定し、効率的に非船形度を推定する手法を提案する。

1 はじめに

システムのモデル化を行う際、大規模なシステムで信号生

成過程が構成的に明らかでない場合、観測される入出力時

系列信号にもとづくシステムの統計的モデル化が行われる
( ! )-(•)。このような場合、システムが単純な線形系とみな
せるかどうかがまず問題となる。ところで、現実のシステ

ムは多かれ少なかれ非線形性を有すると考える方が自然で

あるから、むしろシステムの線形性の度合いを知ることに

意味があると思われる。筆者らはこれまでシステムの非線

形度をあらわす指標を提案し、システム非線形度と名づけ

た。そこでは、広いクラスの非線形ステムを表現するパラ

メトリックなモデルが重要な役割を果たすが、最適なモデ

ル構成の決定については議論していなかった。本論文では

ポルテラ級数による非綿形システムモデルを考えた場合に

ついて、最適モデル構成を決定し、効率的に非綜形度を推

定する手法を提案する。

2 条件付きシステム非線形度の定義

次式で表される有限な記憶を持つ安定な離散システムを考

える。

Yn = f(Xn) +'In (1) 

ここで、四は時刻 nにおける出力信号， Xnは時刻

nから n-Mまでの入力信号を要素とするベクトル

T 
Xn = [1,:tn,Xnー1 1•··,Xn-M] (2) 

を表す。ここで第 1要素の 1は必要に応じて出力のバ

イアスを表現するために導入された仮想定値入力を表す。

また T/nは0平均、 X"と統計的に独立な加法性雑音を表
す。 fは RM+2→ Rの非線形変換であり Xn,Ynともに

定常である場合を考える。 さて、 X"の重みペクトル

W = [w1,,wo,w1,・・ •,w研 (3)

による線形変換を考えると、 Ynとの平均二乗誤差を最

小とする最適重み係数W• は正規方程式 RW• = Pの

解として求まる。ただし、 Rは入カベクトルXnの自己相

関行列、 pI±ツnとXnの相互相関ベクトルを表す。ここ

で、最適な痙み係数による変換値と出力の最小二乗誤差を

e?.(W ・）と書く。次にシステムのバラメトリック な非線形

モデル/(Xn;6)を考え、パラメタ最適化後の平均二乗飲差

をe;（f；が）とする。ここでがは最適化されたシステムパ

ラメタを表す。この時システムモデル i(Xn;8)を条件とし

た条件付システム非線形度d.n.(J)を

d.n.(i) = e;(W•)- e訳f;0• )

,；m -ei(f; 0•) 
(4) 

と定義する。ここで、 9t"は出カツnの分散を表す。

3 最適非線形モデルの探索

システム非線形度の推定には非線形システムを表現するバ

ラメトリックモデルが重要であることは上で述ぺた。本手

法では、そのモデルとしてボルテラ級数によるモデルを考

える。ボルテラ級数により非紺形システムモデルを記述す

る場合その入出力関係は次のように表せる。ポルテラ級数

のバラメタ P は最高次数、 Q1,··• , Qp は各次数における
級数に取り込むデータの時間範囲、 0はボルテラ係数ペク
トルを表す。

Q1 

y(n) ＝ L 8q1 x(n -q1) 
ql _。
Q9 Q2 

+ LL 8q,,q,x(n -q,)x(n-(fl) 
q, =O q,=O 

＋ ・・・十・・・

Qp Qp  

+ L ・ ・ ・ L 8q,,・・・,qpx(n -q,) •. • x(n -qp) 
q1•0… qp=O 

(5) 

これから明らかなようにポルテラ級数によるモデルで

は最高次数やデータの時間範囲を大きくすると爆発的にパ

ラメタ（項）数が増加する。しかし、その構成が最適である

かどうかは一概には判断できず多くの冗長なパラメタを含

む場合もあり得る。冗長なバラ メタの存在は、実際に非組

形度の推定を行なう場合の過適応の問題からも好ましくな

い。そこで、 AICにより最適な次数選択を行なうことを
考えた。本手法では、 AICの計算、ポルテラ係数の推定

に直交変換に基づくハウスホルダー変換法 (Householder
Transformation)C9)を用いる。ハウスホルダー変換法は、

係数の推定精度が良く AICによる次数選択が効半よく行な



え、また、説明変数の選択等の操作も効率よく行なえるこ

とからさらなるモデル最適化への応用も考えられる。次数

選択を行なう際の説明変数の順番、すなわちボルテラシス

テムの要素項の順番は、 線形項、 2次の項、 3次の項とい

うように次数の順に並べることとする。線形項から順番に

項を採用する事により、もし線形項のみでAICが最小とな

れば対象システムは線形とみなせ、非線形性が存在すれば

AICが最小となる次数までを用いることで、最適なモデル

が得られることが期待できる。最適なモデルとなる次数が

決定した後、そのモデルを用いてシステム非縁形度を計算

する。ここで、ハウスホルダー変換法は、いったんデータ

行列に対してハウスホルダー変換を行なうと、全ての次数

のモデルの AICが複雑な計算をすることなく求まり、ま

た、非線形度の計算に必要な二乗誤差も同様に求まるとい

う点で、非常に効率が良い。

4 計算機シミュレーション

本手法の妥当性を確かめるために計算機シミュレーション

を行った。

4.1 非線形システムモデルと非線形度

線形FIRシステムに非記憶変換が後置するカスケードシス

テムを考える (OO1)。

ここで、

Output 

Y• 

血 1lvcnoi1e ll,. 

図 1 非線形システムモデル

L-1 

Un=E叩 n-i

＂雪〇

(6) 

3, u~ 
Zn = -（Un - -2'.. 3 ) (7) 

また、％は平均〇、分散oの正規分布に従う i.i.d確
率変数列とする。式(7)を図示すると下記のようになり、

入力の値域が［ー1,1]の場合、滑らかな飽和特性を示す。

• . o 

-•.o..o.s o.s 

-1.0 

図2 非繰形特性

例えば、 u=l.0,L = 3, ao = 0.25, a1 = 0.5, a2 = 
0.25のときのシステム非綜形度は 0.175となる。

4.2 シミュレーションデータの作成と解析

図1のシステムモデルに従い、式 (6)の FIR係数を L = 
3, ao = 0.25, a1 = 0.5, a2 = 0.25、入力％を平均侑0、
分散1の正規分布に従う i.i.d確率変数列とした。加法性雑

音nnは平均値 0の正規分布に従うり．d確率変数列として

分散を出力 Znの分散の 0,10,25,50,75,100%とした。以上

の条件で1000点の見本関数を 10例ずつ作成した。

作成した 10例のデータを 2例ずつの5組にわける。そ

れぞれの組で、一方のデータを用いてパラメタを推定し（推

定用）もう一方のデータで非線形度を求める（評価用）操作

を行ない比較検討する。ポルテラ級数のパラメタは、記憶

3、敢大次数5とした。これは、バイアス項を入れて 56個

の要素項をもつが、使用した非線形関数は3次のため、 3

次までの項つまり、最初から 20番目の項までが意味をもっ

はずである。

4.3 結果

シミュレーション結果の一例を図3-1、図3-2に示す。図

3-1、図 3-2はそれぞれ入出力の見本過程、ポルテラ級数、

最適線形系による出力予測値、ボルテラ級数、最適線形系

による予測誤差である。図4は、要素項数に対する AIC
の値を示している。この場合19で最小値をと っており、理

論と良く合致している。 005-1、図5-2は、使用する項数を

19 とした湯合のポルテ ラ級数による出力予測値、予測誤

差である。それぞれの見本過程に対して計算した AICの伯

を表1に示す。上段は全ての項を使った場合、下段は推定

用についてはAICの穀小値、評価用については、そのとき

の係数を用いて求めた値である。表2にAICが最小となっ

た項数を示す。表3には、推定したシステム非線形度を示

す。評価用の推定値をみると、特に雑音が多い場合に項数

を最適化することによって良好な推定値が得られている。



表 1AICの最小値

noi． se train untrain 

0% 
all -66375土 45.917 -66215土 47.070

sele<:し -66487士42.576 -66354士43.043

10% 
all -295.71士2.3723 -88.583士6.0744

select -328.70士2.3567 -278.10土 4.8597

25% 
all 616.92土 2.3723 824.04士6.0744

select 583.55士2.3874 633.94士4.9174

50% 
all 1307.3土 2.3723 1514.4士6.0744

select、 1273.7士2.3922 1324.0士4.9294

75% 
all 1711.1士2.3723 1918.3士6.0744

select 1677.5士2.3889 1726.9土 4.9687

100% 
all 1997.7士2.3723 2204.8士6.0744

select 1963.9士2.3864 2013.3士4.9721

表 2AICにより選択した要素項数

noise(%) 選択した要素項数

゜
+28.50士1.285

10 +21.90士0.4158
25 +21.80土 0.4214
50 +21.70士0.4267
75 +21.40土 0.4386
100 +21.40士0.4386

表 3非線形度の推定結果

n01se train untrain 

0% 
al] 0.168士0.0325 0.171士0.0326

select 0.168士0.0325 0.171士0.0326

10% 
all 0.174土 0.0317 0.159士0.0326

select 0.171士0.03]9 0.171士0.0314

25% 
all 0.181士0.0318 0.139士0.0357

select 0.174士0.0324 0.168士0.0318

50% 
a.11 0.193士0.0325 0.102土0.0457

select 0.179士0.0336 0.164士0.0344

75% 
all 0.204士0.0335 0.0603士0.0611

select 0.183士0.0352 0.160士0.0383

100% 
all 0.214士0.0345 0.0134士0.0820

select 0.188士0.0368 0.155士0.0430

5 むすび

システム非綿形度推定を効率的に行うために非線形シス

テムモデル構成を系統的に探索する手法を提案した。今後

さらに要素項の重要さを考慮した、さらなるモデル最適化

を行う方法について検討を進めてゆきたい。また、実際の

データ解析への応用も試みたいと考えている。
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図3-1 計算機シミュレーション結果（全項使用 ：推定用）



Input X 

4 

2 

゜-2 
-4 

time(s) 

Output y 

3 
2 
1 

゜-1 -2 
•3 

゜
100 200 300 

time(s) 

Volterra system prediction 

゜

3
2
1
0
1
2
3
 

0

0

0

 

100 200 

time(s) 

300 

Optimal linear system prediction 

゜

3
2
1
0
1
2
3
 

●

0

-

―
 

Additive Noise(100%) 

゜

3
2
1
0
1
2
3
 

．．

．
 

100 200 300 

time(s) 

Residuals of the volterra system prediction 

゜

3
2
1
0
1
2
3
 

●

0

0

 

100 200 300 

time(s) 

Residuals of the optimal linear system predictio 

4

2

0

2

 
100 200 

time(s) 

300 

゜
100 200 

time(s) 

300 

図3-2 計算機シミュレーション結果 （全項使用：評価用）
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図 4 要素項数に対する AICの値
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図5-1 計算機シミュレーション結果（項数選択：推定用）
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図5-2 計算機シミュレーション結果（項数選択 ：評価用）
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Summary 

System Nonlinearity Index and its Estimation based on Volterra Series 

Hirohisa Mizuta, Nozomu Inomata and kazuo Yana 

Department of Electronic Informatics, Hosei University 

This paper proposes an index named the degree of nonliniarity (d.n.) for measuring 

system nonliniarity. The index is defined using differences in mean squared output 

prediction errors by the optimal linear sysわmand an optimized nonlinear parametric 

nonlinear system model. The index is normarized to take values between O and 1 

depending on how much output variations are linearly predictable. The index is 

applicable to the system with additive output noise where the conventional coherence 

function does not work. 
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