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イメージ行列における近似解の精度改善

石田則道

法政大学計算科学研究センター

係数行列が長方行列となる不適切なシステムを解決する方法として、線形系のシステム行列の要
素をイメージデータと見なし、 離散値系ウエープレット変換によってシステム行列の支配的要素
を抽出することでシステムの近似解を得る方法を提案した。しかし、ウエープレット変換のデー
タ圧縮過程に起因する誤差が解に影響し、解の一部に誤差が集中する。そこで、解の周期性を長
く仮定する高次の基底関数を用いた近似解の誤差を取り除く方法を検証する。

1. はじめに

多くの物理・エ学系問題は線形システムを解くことに帰

する。例えば、偏微分方程式で記述される問題を数値的に

解く場合、有限要素法や有限差分法などで離散化し、適切

な境界 • 初期条件を果たすことで正則な係数行列を持つ線

形システムが得られ、最終的にはこの線形システムを解く

ことに問題は帰する。このように順問題では、システムの

係数行列が正則で一意的な解が期待できる。他方、ある物

理系の出力の一部から、入力を求める逆問題では、多くの

場合、積分方程式を解くことに帰着し、この積分方程式を

離散化して得られる線形システムは係数行列が長方行列

となり、結果として正則なシステム行列とならず、 一意的

な解が期待できない。この問題を解決する一方法として、

線形系のシステム行列の要素をイメージデータと見なし、

離散値系ウェープレット変換によってシステム（イメー

ジ）行列(1]の支配的要素を抽出することでシステムの近

似解を得る方法を提案した(2]。しかしながら、ウェープ

レット変換のデータ圧縮過程に起因する誤差が解に影響

し、階段状の近似解もしくは、解の一部に誤差が集中する

問題がある。本論文では、磁界から電流を求める逆問題に

ウェープレット変換を適用して解いた場合、近似解の精度

を改善する一方法を提案する。

2.ウエーブレット解析
(1)ウエーブレット変換による逆問題解析

逆問題のシステム方程式は，次式のように記述できる．

X=C・Y (1) 

X,C,Yはそれぞれn次の入カベクトル、 n行m列の

システム（イメージ）行列、およびm次の解ベクトルであ

る。 尻 、と Wmをそれぞれ n次とm次のウエープレット

変換行列をとすれば、 （1)式のシステムのウエープレッ

ト変換は次式のようになる。

Wn ・ X = (W,, ・ C ・ W,;[）・(Wm・Y) < 2) 

ここで、 （2)式の各演算を以下のように書くとする。

X'=W・X 
＂ 

C'= Wn -c-w;・ (3) 

Y'=Wm・Y 

(2) は次のように書き替えられる。

X'=C'・Y' (4) 

C'はイメージ行列のウエープレット変換されたスベクト
ラム分布を示し，このウエープレット ・スベクトラムは元

のシステム行列Cと同じnxmの長方行列である。この

スペクトラム行列の要素の配置は、絶対値の大きい要素が

1行 1列を中心として分布する。イメージ行列全体の持つ

情報をマザーウエープレットの近傍に集めてしまうこの

ウエープレット変換の性質を用いて全体の情報を維持し

つつ長方行列の逆行列を近似的に求めようとする考え方

がウエープレット変換による逆問題解析のキーポイント

である。しかし、スペクトラム行列の特定領域に元のイメ

ージ行列の情報を如何に集約してもnxmの長方行列の

逆行列は出来ない。そこで、マザーウエープレッドを含む

式の数に等しいnxnの正方行列を取り出し、その行列で

イメージ行列全体の情報を代表することが次のポイント

である。このマザーウエープレットを含むnxnの正方行

列をC"とする。問題はこの取り出した行列C"に逆行列



が存在するかであり、ここではC"の逆行列C"―’が存在
すると仮定し、形式的な逆行列の求め方を述べる。

次にnxmの行列の逆行列の形を仮定しなければなら

ない。目的とする解Yの次数はm、入カベクトルXの次
数はnであるから、逆行列は元のイメージ行列Cを転置
した形のm行n列になる。全てを零要素とする mxnの

行列をCzemとすれば、スペクトラム行列C'の近似逆行

列C'-Iは

C'―1 =C +C'’ー1
an9 

(5) 

で与えられる。この場合、 C'ー1はCzeroの 1行 1列から

n行n列の正方領域にC"―1が加わったものとする。次は

この近似逆スベクトラム行列(C'-1)をウエープレット逆

変換して元の行列Cの逆変換を作る。ウエープレットス
ペクトル空間では (4) と（5)式から、

C'ー1・X'=Y' (6) 

が成立し、 （6)式を書き直すと、

C'ーI.(W,,. X) = W,,,. y (7) 

となり、 （7)式の両辺にWmの転置（逆）行列W：を掛

けると、

(w,,:・ . C'ー1•Wn)· X=Y (8) 

H=C・I 

II 
HI ..L ...L ...l.. 

rII ,，2 r '“ I2 
H2 ...L ..L 

土

＝ 2I,r '2• 1 r22 r2 .. : I (10) 

LH」 は ...L ...L ．．． ... 
ら2 r_.JLI m 

Hn,Cnm• lm はそれぞれ測定される n 次の磁界分布

ベクトル、分割した各電流と測定間の距離、 および求める

m次の電流分布ベクトルである。 一般に、磁界測定点数n

は導体の分割数mより、圧倒的に少なく m〉>nの条件が成

立する。すなわち、推定する電流分布の数は測定する点数

よりはるかに多く、 (1 0)式のシステム方程式は一意な

解を持たない。そこで、イメージ行列Cを二次元データ
と見なし、ウエープレット変換による近似逆行列解析で電

流分布を推定する。測定点数としてn=16、推定点数として

m=lOOとした。フィルム導体中の関数による厳密な3つの

電流分布を図2に示す。
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となる。従って、元のシステム行列Cの近似行列Cinvは Amp. 
Exact solution 2 

clnv = w;・ ・C'ーI• w,, (9) 

で求まる。

(2) 電流分布推定のシステム方程式

フィルム導体内の電流分布推定問題の概賂図を以下に

示す（図 1)。測定面で磁界分布n個が測定され、フィル

ム導体を通電方向に直角にm個に分割した場合のシステ

ム方程式はアンペア(Ampere)の法則H= ii (2n:r）から、
次式で記述できる。

態限艮状導体

図1 解析モデル
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図2 厳密な電流分布



3. 解の改善法
(1)近似解の誤差

ウエープレット変換を用いた線形システムの近似解法

は、高次の基底関数を用いた場合、解ベクトルを構成する

先頭・終端部分の要素に誤差を生じる。これはウエープレ

ット変換が解の周期性を仮定していることに起因する。そ

こで、本論文では、解の周期性を長く仮定する高次の基底

関数を用いた近似解の誤差を取り除く方法を検証する。

ノイズを含む減衰振動波形を嵩次の基底関数を用いて

圧縮したとき、再現された波形はノイズが低減されるもの

の波形の端部に原波形には含まれていない振動が見られ

る。そこで、原波形を構成するペクトルの終端にゼロペク

トルを追加した場合のウエープレット ・スペクトラムを考

える。マザーウエープレット近傍だけを残し、他をゼロと

することでデータを圧縮し、逆変換を行った結果はゼロベ

クトルを追加した部分に周期性の仮定に起因する振動波

形が現れる。この振動波形部分のベクトルは本来の波形に

追加した部分ベクトルである。従って、圧縮データから再

現された波形ベクトルの先頭部分ベクトルだけを取り出

せば、解の周期性を仮定したことに起因する振動成分は低

減できる。

(2)データ圧縮による誤差

一次元データのモデル解として電流分布の64個のデ

ータ（図3の実線）を 16個のスペクトラムに圧縮した場

合の誤差を調べる。ウエープレット変換がデータの周期性

を前提にしているため、図3の点線のように、明らかに両

端部に誤差が発生している。そこで、 50個のデータを 1

6個のスペクトラムに圧縮することを考える。通常、 離散

値系ウエープレット変換を用いる場合は離散化されたデ

ータの個数は2のべき乗を取り扱うが、この場合、データ

の個数が2のぺき乗でないので、ゼロを追加し64個のデ

ータに整えてから 16個のスペクトラムに圧縮し、 50個

までを見ると、端部の誤差が減少していることが読み取れ

る（図4の点線） 。これが「ゼロ追加法」による圧縮デー

タの誤差削減法である[4]。
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図4 電流分布 (50値）

4.不適切な線形システムでのデータ圧縮

(1 0)式において、 n (=16)が m (=100) より著しく

小さく、さらにmが2のべき乗でない場合の電流推定問題

を考える。イメージ行列を図5に示す。この図から隣接列

ベクトル行列がほとんど同じ形状で、逆行列が取りにくい

ことが分かる。二次元イメージ行列をドピッシー

(Daubechies)の4次と 8次[5]を用いウエープレット変

換する（図6)。
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ウエープレット変換スベクトラムで、マザーウエープレ

ットを含む値の正方領域 (16Xl6)を切り出し、その

部分の逆行列を作る。続いて測定される磁界のウエープレ

ット変換から、スペクトラム空間での近似解を求める。近

似解にゼロを加え、スペクトラム空間での近似解の大きさ

を元のサイズ (128)に戻し、逆変換して原空間での近似

解が図7である。図2と比較して良い近似になっている。
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図7 推定電流分布

5. まとめ

線形システムをウエープレット変換して、そのシステム

固有の特徴を抽出することで、近似解を得た。その結果、

ウエープレット変換はデータの周期性を仮定しているた

め、求める解の周期性が未知である場合、基底の取り方に

より解に影響を及ぽす。低次基底は解に対して短い周期を

仮定し、高次の基底になるほど長い周期を仮定する。この

ため最も解の周期性を短いと仮定するドピッシーの2次

またはハール (Haar)基底が解に対して汎用性が高い基底

となるが、解は階段状になり、近似の精度は高くない。一

方、高次基底は入力に対する基底では、入力情報を最も豊

富に原点付近に集中することが分かっている。しかし、高

次基底を用いると解の周期性から境界部分で大きな誤差

が生じる。これを改善するために解ベクトルの端部がゼロ

要素になっていると仮定することで、解ベクトルの終端部

における誤差を取り除き、滑らかで精度の良い近似解が得

られた。

最後に、日頃からウエープレット変換について議論をし

ている本研究センターの所員の方々、特に斉藤兆古所長、

小口雄康教授に感謝します。
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Previously, We have proposed an image matrix method solving for the ill posed system of equations. In the present 

paper, we propose a methodology for improving the solutions obtained by means of image matrix. Key idea is 

adding the zero column and row vectors to the syst両 matrix.This makes it possible to remove the noise caused by 
data compression. Thus, We have succeeded in obtaining the dramatically improved solutions of ill posed system of 

equations. 
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