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正規直交離散櫨ウェーブレット賓襖の計算式

小口雄康
法政大学計算センター

ウェープレット変換の急激な発展に伴って多くの研究報告と多数の解説書が発表されている。し
かし、フーリエ変換と違って初心者にとって変換の概念を簡単に理解することは困難である。場
合によっては何処から手をつけてよいか分からないことすらある。本報では、この点に留意して
訊 i直殖i散値ウェープレット変換の基覇杓な考え方を時間領域、周波数領域の両面から解説し、

基礎となる計算式を示してある。用いる道具はフーリエ変換の基礎公式である。

1.はじめに

Morlet咬形叫来、この10年余、ウェープレット変
換が主としてフランスの数学者の興味を呼び理論的に整
理され、応用面にまで亘って多数の研究がなされ、多くの
教科書も発刊されてきた。とくに、斎藤、榊原の教科書を
通読すればウェープレット変換を理解し、実際に応用する
ことが可能になると思われる。ただ、その前に基本的な
概念とウェープレット変換の構成を知っていた方が初学
者にとって理解の近道と思われる。筆者はこの点に注意
して理・エ系の大学高学年、修士諜程の学生に便のように
一つの筋を通して解説をしてきた ((OGUl)、(OGU2)）。
本報では、正規直交離散値ウェープレット変換について
まとめてある。予備知識としては筆者の2つの解説の通
読と、フーリエ変換の基礎公式を知っていることである。

[OGUljで1お甕続ウェープレット変換について述ぺた
が、計算は近似的に離散値化して数値計算した。しかし、
このままでは直交変換をすることはできない。直交変換
するには特別な工夫をしなければならない。現在、時間
領域、周波数領域の2通りの方法で直交変換が見つけら
れているので、両者の関係を明瞭にすることを含めて紹

介する。

2.ウェーブレット麗敷の離散●化

ウェープレット変換は、時間領域、周波数領域のあ
る範囲だけに値をもつ（コンパクトサポート）ウェープ
レット関数 </>(t)と実変数 a、bによる実関数（デーク）

f(t)の積分変換として定義される。

1 t-b 
F,.(b) = 7a 1:;（デf(t)dt (1) 

-oo 

ここで tは時間変数、 b、aは、それぞれ時間軸の位置、
拡がりに関係する。まず初めに、これらすべての変数を

離散値化する。
2.1 </>(t)の主領域わ

天下り的であるが、 <l>(t)が代表する時間軸の幅が 0$

t $ boであるとする。
2.2 平行移動幅

a=lのとき、時間軸での平行移動 bをわずつにと

る。すなわち、 b= mbo (mは整数）とおいて、

<J,(t-b)⇒<J,(t-mbo) 

a-:f 1では、時間軸がa倍されるから、平行移動幅をabo
ずつにとって b= maboとおいて、

1 .,t-b, 1.,t 
—¢（一） ⇒ —</>(-:- -mbo) ../a.,,'a'・../a.,..'a 

とする。平行移動の幅aboは、周期aboに対応すると考

えられる。
2.3 aのとり方

ウェープレット変換の特徴は関数の変化の度合いに合
わせて分解能を変えることである。そのため、 aがef,(t)
の周期を支配することを考えて、基準値的を決めて、

a = ai (j = 1,2,3,・・・）
1.. t-b 

—¢(— )⇒ 石i/2¢(-;-mbo) 
../an a ai 

ととる。
2.4 bo, aoの決め方
変数 tは本来焦次元であるから、 bo,aoの値は任意に

決められる。ここでは、データ処理の立場からサンプリ

ング間隔との兼ね合いで決める。
時間変数 tは等間隔△tでサンプリングされていると

して、

t= n△t (n = 0, 1,2,・・・）

分解能をあげるため移動幅をできるだけ短くしたいか

ら、 bo=△tととる。
aoは連続ウェープレット変換ではいろいろなとり方が

なされているが、知＝ 2ととると直交変換系を構築で

きる。
以上を総合してウェープレット関数は、

2-i/2¢(I n - -ml△t) (j、m、nは整数）
ヅ

と書ける。
ここまでまとめたら、△t=lとし無次元化してよい

から、時間軸での離散値ウェープレット変換の基本形が



以下で与えられる。

¢(n△t) = <P(n), f(n△t) = f(n) 

と置いて，

枷） ＝ 2―i/2¥咋—m)/(n)

j= 1,2,3,・・・, m=0,1,2,・・・ 
2.5 j,mについて

(2) 

3節で示すように変換はj= 1から始まるから、最小
の時間軸平行移動は 2△tであり、これが時間軸の最小
分解能となる。2△tが周期を表すと考えると、最大周波
数かは /'N= 1/2△tとなり、離散値フーリエ変換で
のナイキスト周波数に対応する。一方、 mについては時
間軸の幅の中点を代表値と考えることにする。たとえば、
j=lでは、幅が 2△tであるから、 m=0,1,2,・・・ に応
じて、 t＝△t,3△t,5△t，・・・での値と考える。
一般に、 F;(m)は（時刻の）代表値 (2m+ 1)が一1△t
(m=0,1,2,…）における周波数か／2J-lに対応する

と解釈する。

3.多重鱗懺魔解析

ウェープレット変換の基本は積分核t/J(t)による積分
変である。とくに、変換では直交変換が望ましい。直交
変換は2種類の実積分核をうまく利用する。痴ま[OGUl]
で述べた Gabor関数でも実部、虚部を考えると2つの実
関数を用いている。一般に、その1つはデータの和をとる
（積分、 lowpass) 働きのあるスケーリング関数 ~(t) 、他
の1つは差をとる（微分、 highpass)働きのあるウェー
プレット関数 ~(t) を用いる。 変換で元のデータを和と
差に分けてその性質を調べることができる。変換が正規
直交変換であれば変換された各項を独立に議論できて便
利である。そのために、多重解像度解析といわれる独特
の変換手続きを行わなければならない。こうした構築に
理論的な難しさがあり、初学者にとって理解しがたい点
となっている。以下に筋道を分かりやすく端的に述ぺる。
多重解像度解析の考え方の基礎を簡単な例で考える。

3.1 Walsh関数 tjJ(t)とHaac関数ゆ(t)
以下に定義するWalsh関数 tjJ(t)をスケーリング関数と

する。

¢(t) ＝ ｛ 1(O St< 1) 
0 {otherwise) 

ウェープレット関数として、 Haac関数也(t)を以下に定

蓑する。

1 (O $ t < 1/2) 

蜘＝｛ー1 (1/2S t< 1) 
0 (otherwise) 

なお、簡単のため正規化係数を省略してある。

「心(t)dt= 0、および JOO¢(t)心(t)dt= 0 
-00 -OO 

から、変換の収束性 (admissibility条件）、直交性が成り

立つ。

3.2 時間軸拡大による関数間の関係
時間軸拡大について以下のような関係があることはすぐ

分かる。

<P(t/2) = <P(t) + <j,(t -1) 
1 

= L加</>(t-n) (3) 

”=0 
（加＝ l,h1=l)

1/;(t/2) = <P(t) -<P(t -1) 
1 

= L（一l)"h1-n<p{t-n) (4) 

n=O 

(3)、（4)から時間軸を2倍に拡大した cp(t/2)，,p(t/2)は
元の cp(t)を平行移動した関数<l>(t-m)の線形結合で表
され、かつ、 {3)の係数を使って (4)の係数が与えられ
ている。
3.3 離散値化とウェープレット変換

[OGU2lで示した2次ウェープレット変換は

(1/v'2, 1／汲），（1／近，ー1／v'2)
によるものである。
これは、前者が Walsh関数 <l>(t/2)、後者が H紐 r関数
,/J(t/2)の離散値化であることはすぐ分かる。変換の具体
例は(OGU2)に示してあるので省略する。
3.4 スケーリング関数とウェープレット関数

(3)、（4)を参照し、直交化係数を考慮して一般化を行
う。
あるスケーリング関数 ~(t) について次の関係が成り立
つとする。

喝） ＝ 汎こわ0(t-n) （心は定数）（5)
n 

喝） ＝ ⑫こ9nO(t-n) (6) 

n 

9n =（一l}nh1-n (7) 

これらの関係は twoscale関係といわれ、直交変換のた

めに重要な関係式である。
3.5 hr., g,.によるウェープレット変換
初めに必要なことは、直交変換可能なhnを決めること

である。4次の決め方は(OGU2]に示したその他、現在
入手可能な加の値は Daubechies、symleは、 Coiflets、
および、 Baylkinet a1がある。これらを使うことによっ
てウェープレット変換が求められる。計算式を 5.1に与
えてある。また、 (7)を9節で導く。
3.6 多重解像度解析

加， g,.を数値フィルターとみると多重解像度解析に

よるウェープレット変換が理解できる。
いま、関数 /(t)について、

00 

so,m = [ :  4>(t -m)/(t)dt 
-00 

が存在するとすると、

oo 

81,m = 1: 4>(t/2 -m)/(t)dt 
-oo 

＝苫知IOOO(t-l2m+nl)f(t)dt
-OO 



＝ 

d1,m ＝ 

＝ 

LhnSO,:im+n 

1: q,(t/2 -m)f(t)dt 
-OO 

E虹 o,:im+n

” 
と表される。
そこで、観測データが的，m で与えられていると考え、

スケーリング変換

ウェープレット変換

s1,m = L hnso,:1-+n 
n 

d1,m=こ釦8()，2-+n
n 

(8) 

(9) 

4.2 ウェープレット変換
例えば、データ数 16のデータを、列ペクトル炉と置
き、前節のウェープレット変換を行う。次のステップの
ためにスケーリング変換、ウェープレット変換をそれぞ
れ並べ換える。手続きを以下に示す。
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によって第1ステップの直交ウェープレット変換を定義
する。
変換は比， 9nを数値フィルターとして計算している

から次数は大きくできない。ウェープレット関数が時間
軸で有界であることが必要である。
mが 1増加するとデータを 2ずつずらせて計算して

いる。時間幅を 2倍にとってフィルターを掛けることに
なる。

加をデータの和をとるような濱算となるよ うに決め
ると、 9nは差をとるような演算となる。
第2ステップ以降の変換は、スケーリング変換81,mに

ついて (8)、（9)と同様な変換を行えばよい。ウェープレッ
ト変換は残すことにする。変換はステップごとにデーク
数が半分になるから初めのデータ数は2の正のベキ(FFr
と同じ）でなければならない。ステップの最後に両変換が
1つずつとなって変換が終り、ウェープレット変換の組
と1つのスケーリング変換が残る。変換の度に時間軸を
2倍ずつ拡大する。これが多重解像度解析の原理であり、
残ったすべての変換値が直交ウェープレット変換（ウェー
プレットスペクトル）である。明らかにこれらはもとの
データ数と同じ数あり、互いに独立な直交変換であるか
ら、デークの逆変換が可能であり、エネルギー（パワー）

の議論や波形の処理が可能である。

4.正蠣●交ウェーブレット賓襖の定式化

IOGU2)で4次の加を求めることを説明した。この
値を用いてウェープレット変換の定式化をする。
4.1 変換マトリックス
データ数N=2i""""について、 (NxN)の変換マト

リックス W を以下のようにつくる。
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8iと書いた上半分 s1が和に対応する要素であり、 di
と書いた下半分かが差に対応し、（第1ステップの）
ウェープレット変換であり変換の過程で残しておく。次
のステップでは和の要素についてのみウェープレット変
換を行う。1回のステップで要素の半数が和を表し、他
の半数が差となる。和についてまたウェープレット変換
を繰り返す。最後に、和、差の要素が 1つずつ残り、全
てのステップのウェープレット変換が終わる。残った要
素はデータ数と同じ Nヶある。フィルターの決め方か
ら、変換は正規直交系である。
データの変化が小さいところでの差は小さく、和は大

きくなるから差を無視できるであろう。値の小さいデー
タは省略できるからデータ数が少なくなる、すなわち、
データの圧縮が可能であるといえる。また、変化の激し
いところ（不連続点など）では差の値が大きくなり卓越
するであろう。不連続点の検出に有効であると予想され

る。
ステップごとに2倍ずつの時間範囲で和と差をとるこ

とになるからより全体を見ることになる。始めのステッ
プが高周波成分に対応し、ステップが進むにつれて低周
波成分を見ることに対応する。これが多重解像度解析の

由来である。
変換のステップに対応してデータの並べ方を以下のよ



うにする。逆変換の計算に必要である。
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から始める場合について示してあるが任意のステップか
ら始めることもできる。その場合は初期値をそのステッ
プでの Si,Diにとればよい。）

初期値
§imaェ
1 

= Sim-
1 

因moェ＝ 硝moz

計算式
L/2 

菜 ＝ こ知免＿m+l
m=l 

L/2 

＋区妬jjin-m+l-N;

"1  

L/2 

§塁 ＝ Lh加—18!-m+l
”1  

＋茫!/'1,m-1祝＿m+l-N;

m=l 

(j = jmaz,jmaェー 1,...,1) 

(n= 1,2,...,N;, N; =沖moz-j)

5.査襖、逆賣襖の計算式

ウェープレット変換の変換マトリックスから変換、並
ペ換えまでの手続きを一度で行うことができる。逆変換
も一度にできる。そこで、 一度にまとめた変換、逆変換

~ -～4‘ をW、W と君す。以下が L次変換の計算式である。
(1)変換 w 

L 

st,. = E加S畠m-2 (10) 
n=l 

L 

D=i +Ni = E硲畠m-2 (11) 

n=l 

(j = 1,2,3,...,jmax) 
(m = 1, 2, 3,..., N;, N;＝沖mo2l-j)

5.2 逆変換 w 
ク` ノr

逆変換はjm心ステップでの値を初期値としてステッ
プを順廷へもどす。一般に逆変換では粉拗嗅のため数
値を変えることがあるから完全に元と同じデータにもどる
とば浪らない。そこで四LJのため逆変換での和、差の項を

ぎ―l，百―1と書くことにする。（以下では、 j=jm匹

6.●演歓鑽嶋におけるウェーブレット査襖

前節で時間領域でのウェープレット変換を導いた。以下
で周波数領域でのウェープレット変換を考え、直交ウェー
プレット変換を導く。そのために、 bを連続変数と考え
る。
6.1 フーリエ変換によるウェープレット変換の表現
6.1.1 フーリエ変換対

00 

r (w) = [: I (t)e― 如‘dt
-oo 

1 
00 

/(t) =』OOr(W)e如‘心

6.1.2 デルタ関数

1 
00 

6(w)＝云[OOど dt

6.1.3 ウェープレット関数

1.. t-b 
—¢（一-/an a 

)⇔  J硲（血）e→叫

＝ 差f-OOOOが（心）e一 如(bーヽ）心

6.2 ウェープレット変換の表現
ウェープレット変換 (1)で、 aをバラメータ、 bを変

数と考えて、 bについてフーリエ変換する。

F;(w) ＝ぷ戸f•(W) (12) 

逆変換から、ウェープレット変換をフーリエ変換で表現》

凡（b) =岳J-OO]戸 (w)e;..,bdw {13) 



6.3 逆ウェープレット変換
逆ウェープレット変換は次のように与えられる。

l ooda OO 
f(t)＝でl戸[OO点 ¢ （ 千Fo(b)db(14) 

C=「饂立
゜

“) 
(15) 

ここで、逆変換が可能であるためには 1/Cが存在する
こと、すなわち、 (15)の右辺が有限に収束することが必
要条件である。換言すると、

犀が（w)= 0,または、1:ip(t)dt = 0 (16) 
-oo 

が必要である。これを admi函 bility条件という。
また、 Cには元があって [t]2である。
{14)のフーリエ変換は、

1 OO da 
r(U)＝ -J -F如）が（叩）

C 。a./o.

したがって、

f(t)＝曲JOO主 JOO戌(w)が（心）e""''dw{17) 。a./o.)_00

（注） 逆ウェープレット変換の証明
逆ウェープレット変換が存在する十分条件は (16)で

あるが、この証明の文献が見当たらない。ここで筋道を
説明する。

与式
1 必 00 1.,t-b 

＝ で［ 戸[OO孟</>(す）F..(b)db 

＝さJ9差が（o{)e―北(b-t)必

五四r(w)e""也 db
2T 

= ~戸一21rC I a 
が(a{）が（血）6(w-{) 

•I• (w)e“‘心必
1 血

= - J-1が（叩）12r(w)e""`血
21rC I a 

ここで、 aの積分を取り出し、

i「固(aw)l2竺

゜
a 

＝も！co声 dμ
。μ

= 1 

とおくと、

C=IOO声心

゜
u 

(18) 

(18)が存在する条件がadmissibility条件である。

1 
00 

与式 ＝ 茄 [OO心）e如` 心

= /(t) . 

6.4 パーセパルの公式
信号のエネルギー（パワー）についてのパーセパルの

公式がどのように成り立つか調べておく。
実関数 f(t)、g(t)の積をフーリエ変換表示する。

1-: /(-r)g(-r)む＝土I-OOOOr（平亭

g(t)のウェープレット変換を G.,.(b)として、

も！凡(b)Ga(b)竺
a 
2 

＝ 益！亨匹I•(W)が (C)
·e叫＋€）心必血db

¢•（砂）が（吠）f• (w)が（{)= ~/¼一一21rC I a 

6(w+{)心必血

＝上！立並21rC I a 
血I• (O)戸心

= IOO r(U)戸 dw
-oo 

ここで、 f(t)= g(t)とおくと、

1: l/(t)l2dt = ~ [ lr(w)や

-OO ＝喜OO合[OO|Fo(b)|2db

これが、ウェープレット変換におけるパーセバルの公式
である。この最後の項を以下のように書き直す。

命「IOO国的dadb (19) 
0 J-oo a 

隣#1,2がdadb(＝a△t ：離散化による）中に信号
に含まれているエネルギーをウェープレット変換で表し
たと考えることができる。

7.層演敷籠嶋での直交ウェーブレット査襖の織纂

7.1 スケーリング関数の直交化
直交系のスケーリング関数には(5)に示したように以

下の関係がある (tを書き換えてある）。

~(t) ＝ 汎Eわc)(2t-n) (20) 

n 



tについてのフーリエ変換は、

が(w) = 721:心（号）e‘~12

” w. _.,w 
＝ 叫（一）が（一）

2 2 
(21) 

ただし、

• (） 
1 

叫 U 三万こ加e‘~
n 

（ね）

ここで、吠(U)はフーリエ級数の形をし、周期％を持
つことを注意する。
4>(t)，令(t-k)が正規直交関数系である条件は、

JOO的）戸dt= 61o,o 
ー00

（ここで、 6伽，oはクロネッカーデルタ）
フーリエ変換で表すと、

JOO崎(t)戸 dt
-oo 

1 
2 =』 ~ E が (w+ 21rl}l2 

0 、€Z

（注）

JOO O(t)0(t-K)dt 
—•OO 

= [dt豆[coが(w)e""‘心

士「可e北贔―“‘必
-OO 

{23) 

＝ り ;が（心J-OOOO6(Uべ）可e“液

=石/Iが(U)l2~
-00 

＝ 出•・+[わ+［ ＋ [ ＋・・ •I
2 

＝ 上Je←→E W(U+2貫l)r .
2ァ

゜
lEZ 

ここで、正規化条件からk=Oとして、

以わこlが（U ＋加l)や ＝1
IEZ 

を満たさねばならない。十分条件として、

L Iが(w+2貫lW= 1 (0 ~ w ~加） （24) 
IEZ 

を与える。
(24)が成り立てば、 kt-0で(23)は0となり、正規

直交条件を漬たす。

しなければならないことは、 (24)を漕たすようにが（り）
を決めることである。
その前に以下の準備をする。

{21)を(24)に代入すると、

I: lm記＋叫 Iが(~十宵l)l2 = 1 
lEZ 2 2 

l=2m,2m+lと奇数、偶数に分けて、周期性を考
えて、

こ lm碍＋ 2宵m)l21~•c~心m)l2
2 

”亀EZ

＋こ Im記＋2?f'rn＋育）l2Iが（号＋ 2貫m十貫）12
2 

mez 

= Im碍）l2L Iが（苓＋2?rm)l2

”“:z 

+I叫（苓＋貫）12こ W(1号＋がI+2-irm)l2 
mEZ 

O~w~2胃でu は任意の値をとるから、 (w/2 十宵）を
w/2におき変えて、

L Iが(I号＋中公m)l2

"z 
= E 1が（苓＋2,rm)l2= l 

"‘€Z 

w/2を改めて uとおき直して、

l叫 (w)l2+ lm;(w +,r)l2 = 1 （お）

7.2 ウェープレット関数の直交化
ウェープレット関数の直交化をtwo8CaJe関係から行う。

w(t)＝汲 こ 9n中(2t-n)
n 

スケーリング関数の場合と同じ計算から、

が(w)＝叫（和）が（苓）

ただし、 叫（u)＝言こ9ne‘~
n 

(26) 

(27) 

{28) 

ここで、 m;(w)もフーリエ級数の形をしていて周期 211"
を持つ。
~(t),~(t- k)が正規直交関数系である条件は、

1: w(t)~(t -k)dt = 0 
-oo 

(29) 

フーリエ変換して、

JOO心）戸e““心 ＝0
-OO 



「～こ心＋21rl)戸亨応0
0 、€Z

Ev•(W+2宵l)~=O
ヽ€Z

直交化の十分条件は以下のようにおけばよい。

w・(w + 2宵l)~•(w+ 21rl) = 0 

（お）を導いたと同じ計算をして、

(30) 

m;(w)m1,(w) + m;(w + 1r)mi,(w十宵） ＝0 (31) 

、-、
--でヽ

叫（り） ＝e-叫（U ＋宵）

と置くと、

叫（w+ 1r) = -e-""m詞

から、 (31)を潰たす。

{32} 

(27)から、 心） ＝ e―....／2云百了5が（号）

いま、とくに w(t)を（実の）偶関数とすると、が（り）、
mi,(w)は実関数となる。

m苫＋宵炉（差）

= [1-m坪））o•や） 1(25)からl
2 2 

＝ 炉（苓）一ば（苓）°嗜）

＝ がや）一4>"2(w) 1(21)から）
2 

したがって、

心） ＝ e―し／2占咄） ー ~•l(w)
2 

が（り）が決まれば、 w・(w)も上式から求められる。

(33) 

two scale関係 (5)、（6)、正規直交関係 (23)、（29)か
ら、すべてのスケーリング関数、ウェープレット関数の
正規直交性が示される。
また、 (7)の加9Kの関係も以下のように導出できる。

（ね）から、

叫（り＋T）

⇒ 上
J 

Lh,.e-叩＋言）

,. 

⇒ 上 こ （一1)“豆 ‘“U
J 

k 

h,. = h1,h~, ・・・，加とすると、
L 

⇒ 上 こ （一
J •=1 

l),.h1ce―心

ここで、 m=L+l-kとおくと、

L 

⇒ 上 1:(-l)L+I-m →(L+l-m)w
J5 

hL+i-me 

＂a=l 

uも剛枚化されて、り ＝努n (n = 0, 1, 2, ・.., L-1) 
とおけるから、

L 

⇒ 上~(-1)"'-1hL-(m-1)e―ヽ仔(m~1)n

J m=l 

(32)から、

1 
L 

叫(w)= i; t (-l)m-lhL-(m-l)e‘2fmn 
J5 

”>=l 

一方、 (28)から

叫(w) ＝虹苓9mè～

＝鱗こgme‘2fmn
m 

したがって、

釦＝（一1)"-1hL-11+1 (k = 1, 2,..., L) 

いろいろと求めれれている h,.を用い、 g,.を上の関係
から決めると直交変換系が構築できる。数値フィルター
としてのウェープレット変換の基礎が明確になったと思

われる。
7.3 スケーリング関数の決め方
スケーリング関数は (24)を漕たすように決めなけれ

ばならない。一方、ウェープレット関数は、 (33)から決
められる。スケーリング関数を決めることは難しいよう
に思われるが以下のようにとると可能となる(Y.Meyer

による）。

1. が＇（w)＝が（一w)~〇

2. が（W）＝ { 1(|0  | < 2'If／3)  
o (Iり I~ 4ir/3) 

3. ~·如） ＋炉(w -2ir) = 1 
(2ir/3 ~I り I~ 41r/3) 

このようにが(U)を定義すると、り軸で加ずつ平
行移動しても関数が重なるところで3.が成り立ち、 (24)
を満たすことが分かる。
が(w)は1.から対称であるが、 3.から一義的に決め

ることはできない。ここに任意性があり、いくつかの関
数が用いられている。以下に、例をあげる。

7.4 ウェープレット関数の例
7.4.1 Da.ubechiesによる

が(w)= { ~ 
(I叫 S211") 

(10|こ§)
3 cos[;11.（炉wl-1)] 

(otherwise) 



0 (りく 0)

心）＝｛ lぷよ□84w+35)
(0 5り 51) 

7.4.2 山田らによる

が(w) = ✓e•(w)ぐ（-w)

，，・（竺→）
3 {•(w) = 

が(0--23宵）+n．(-43 宵-u) 

心） ＝ ｛゚eー1/U2
(w < O) 
(O$w) 

7.4.3 小口による
筆者は以下のような簡単な関数を用いたが上の関数に

よるものと計算結果に大きな違いは見られなかった。

が(w)= U •i•(¾w) I l ぷ〗；芍）
0 (otherwise) 

これらを FFrによって時間関数に逆変換すればスケー
リング関数、ウェープレット関数が求められる。
7.5 周波数領域におけるウェープレット変換
以上で互いに直交するスケーリング関数、ウェープレッ

ト関数を周波数領域で求めることができた。周波数領域
でのウェープレット変換は時間軸で複素関数 w(t)とな
るウェープレット関数 w• (w) を利用して以下のように定
義する。

凡（b)=ぎ;亨I(t)dt

= -J戸 r(w)e""'心 (34)
2-ir 

—•OO 
7.6 変換、逆変換の計算式
計算の準備が整ったので数値計算のための離散化を考

える。簡単のためにデータは元なしとする。
7.6.1 データのフーリエ変換

フーリエ変換は当然 FFrによる。データ数 N(=
炉匹ェ）、サンプリング間隔△tとすると、 FFrの計算

では、△t△w = 21r/Nととる。
t=m△t, w=n△り， f(m△t)＝fm,
r(nb.w}=J,: (m,n = 0,1,2, •..,N-1} 
とおく。
離散値フーリエ変換対は、

f; ＝ △屯 （元なしの部分を＿で表す。）

Nー1

£ ＝こfmご‘,..mn/N

＂に

Nー1
1 

f,.. = 万こ庄` ,..mn/N
n 

で与えられ、この計算が元なしの量として FFrで高速
に計算される。

7.6.2 ウェープレット変換の離散化
1. aについて
時間軸での変換と同じに、周波数についても2倍ずつ

に解像度を変えるように、

a= 2' 
ととる。
2. bについて
フーリエ変換の計算式からも必要であるが、サンプリ

ング間隔△tに対応させて、

△b＝△t 
ととる。ナイキスト周波数は時間軸での変換と同じ 1/2△t
である。離散化では△t= 1とするが、必要に応じて
残しておく。
3. ウェープレット変換の離散化
ウェープレット関数がフーリエ変換で与えられるから

ウェープレット変換もフーリエ変換で表した(34)を離散
値化する。

凡(m△t)

‘ 
N-1 

＝ △t一 こ泣(an心） •L(n)；炉
N n= 

△t= 1から、 t::,.w=待となり、

F,.(m) ＝ △tf.g_(m) 

恥） ＝ 唸団立（苓an)E(n)；炉
n=4) 

(a＝-ii) (35) 

7.6.3 逆ウェープレット変換の離散化
逆変換は {17)式

f(t)＝上 JOO立 JOO応(w)ll'.(aw)dw
加 C 。a“-OO

を用いる。
a= 2iから、

△a＝ッ＋1 ー -ii= が ＝ a 

および、 C=（△がであることを考慮して、

”~”: 
/(m) = E Ij(m) 

j=0 

/;(m) = 
1 1 da N-l 
町詞~E（△t)宝(n)

n=4) 

·△t~(an△w)eヽ,1mn.~
N△t 

N-1 

＝ 1 E 21r 亨互(n)立（万an)
n=O 

、特mn
•e (36) 



8.ウェーブレット賣襖の応用

ウェープレット変換の応用は多方面に亘り簡単に解
貌できなくなっている。本報はウェープレット変換の基
礎を解説することが目的である。簡単に2次元への拡張

を見ておこう。
8.1 2次元ウェープレット変換

2次元フーリエ変換では、例えば、 z軸を固定しt軸方

向で変換し、次に変換された刈軸を固定しz軸方向で変
換する。同様に、 2次元ウェープレット変換は、通常正
方マトリックスに対して行われ、まず各列を変換し、次
いで各行を変換する。行の変換はマトリックスの転置を
とって列で変換し、結果の転置をとればよい。
2次元データが (NxN)マトリックス Aの要素として
与えられているとする。
演算は形式的に、

｛畝和）T戸＝WA百r

と表される。
2次元ウェープレット変換では変換値が互いに独立な4

領域に分かれる。以下に濱算の順序とそれにつれて変換
がどのように行われるかを示してある。ただし、和、差

をとる濱算を S,Dで表してある。

1. WA→（令）

2. (WA)T→ (炉 |DT)

3. W（和）こ（啜gけ器）

4. (W(W A)T戸→（噌g廿器）
ここで、例えば、 SDTはまず差をとって（転置して）和

をとることを意味する。
次のステップの変換は，この領域のうち S炉を対象

とする。残った他の3領域の値をウェープレット変換と

考える。
逆変換は上の計算の逆演算から計算される。すなわち，

形式的に

憚 A荀 ? =WA噂グ

で示される。
以上の計算を1次元のウェープレット変換を使って実行

することは簡単である。
8.2 連立1次方程式への応用
連立1次方程式

A =B 

にウェープレット変換を適用する。

. -_. 

x = Wx 

B = WB 

とおくと、

--1‘ ー～AWる ＝ W B 
～—-べWAW・x = B 

これは、 A,Bをウェープレット変換して連立方程式と
して解き、解を逆変換して初めの方程式の解が得られる
ことを示している。なお、フィルターの次数より方程式
の次数が低いときは必要なだけ、係数マトリックスの対
角要素と右辺の要素を1、非対角要素を0と置けばよい。

9.おわりに

離散値ウェープレット変換について時間領域、周波数
領域での計算法、および、両者の関係を統一しながら基
礎概念を解説してきた。筆者の目的が十分果たされたと
は思わないがこの小報告を精貌されればウェープレット
変換の基礎概念を理解できると思っている。本報を纏め
るにあたって数多くの解説、研究報告を参考にさせても
らった。以下に主な参考文献を挙げておくが漏れたもの
もあるかもしれない。筆者が行ったことはあまりにもば

らばらなウェープレット変換の説明をできるだけ単一の
形で解説したことである。参照した各著者に深甚なる感
謝を捧げて本報を閉じる次第である。なお、数値解析に
は触れていないが本報の目的から外れるので割愛した。
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