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MLEM画像再構成における並列計算

池本浩幸

法政大学工学部 t

尾川浩一

法政大学工学部 t

MLEMアルゴリズムによる画像再構成は不完全な投影デークからでも良質な再構成画像を得ることが

できるが、そのアルゴリズムは反復計算を含むものであるために再構成に要する時間は長くなる。本研

究では超並列コンピュータを用いて二つの MLEM画像再構成の並列化を行なった。一つはノードに

おける処理の単位を画素とする手法、もう一つはノードにおける処理の単位を投影経路とする手法であ

る。この二つの手法によって MLEM画像再構成の実行時間を短縮することができた。また、解析的

画像再構成を並列化する場合の有効性や問題点についても述ぺた。

1. はじめに

エミッション CT(ECT: Emission CT)の映像化

の方法には解析的手法と統計的手法とがある。解析

的手法は投影定理に基づいて再構成を行なうもので

あり、統計的手法は確率の理論を応用して再構成を

行なうものである。統計的手法の一つとして、期待

値最大化 (EM: Expectation Maximization)法 l)

を用いた最尤 (ML: Maximum Likelihood)推定 2)

による画像再構成法 (ML EMアルゴリズム）があ

る。 ML EMアルゴリズムやその他の統計的手法

は、投影データが不完全なものであっても良質な画

像を再構成することができるという長所をもつが、

そのアルゴリズムが反復計算を行うため、解析的手

法に比ぺかなり長い再構成時間を要する。そのた

め、統計的画像再構成法の高速化 3)に関するさま

ざまな方法が考えられているが、近年、超並列コン

ピュークの普及にともない、統計的手法の並列処理

による高速化 4)の研究が行なわれるようになった。

一方超並列コンピュークは、一つのプロセッサの

処理能力を高め逐次処理の高速化を図る従来のコン

ピュークとは異なり、多数のプロセッサ（ノード）に

処理を分散し並列に処理を行なうことによって高速

化を図るコンピュークである。超並列コンピューク

を用いて ML EMアルゴリズムのような比較的負

荷の軽い計算を何度も繰り返すような処理を並列化

する場合には、データ通信やノード間での負荷の偏

りがポトルネックとなり、並列性が大きく損なわれ

ることが多い。このような問題に対処するために、

本研究では超並列コンピューク CM-5Eによる ML

EMアルゴリズムの並列処理を行なうための処理の
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分散方法やノード問の通信方法などについて検討し

た。そしてノードの負荷を小さくすることによって

全体の処理時間を短縮するアルゴリズムまたはデー

タ通信最を減らすことによって並列性を高めるアル

ゴリズムを提案し MLEMアルゴリズムの並列化を

実現した。

2. 最尤推定法

パラメーク 0を持つ母集団より抽出された一つ

の確率変数Xがxという実現値をとる確率密度が

f(x|0)で与えられるとする。この関数を Xの関数

ではなく xを固定して 0の関数と見た場合、これを

L(xl0)と書き、 0の尤度 (Likelihood) という。

いま、帰属不明の確率変数Xの一つの実現値％

があり、それに対して既知である二つの分布の母集

団があるものとする。この時、それぞれの母隻団に

対するパラメータの値は 01ヽ 約となり、％がそれ

ぞれの母巣団に属すると考えられる確からしさ（尤

度） L(xal01)、L(xal02)はFig.1に示すようになる。

％がどちらの分布に帰属するかを考えた場合、尤度

が大きい方であると考えるのが自然である。このよ

うな原理に基づいた推定値の決定法が最尤推定法で

ある。

確率変数X = xn(= X1,X2,---,Xn)の実現値

x=炉（＝ X1,X2,...,Xn)に対して、パラメーク 0= 

炉(=01,02,…， 0k)のもとで、ある一組の確率密度関

数が f(xl0)で与えられXが独立であるとすると、結

合確率密度は

” 
L(xl0)=Ilf(x;l0) (1) 

i=l 
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U,Xal 01) 

Fig. 1最尤推定法

となる。この式を 0の関数と考えた時、これを 0の

尤度関数 (Likelihood Function) という。この値

を最大にする 0= 0(x)を最尤推定値 (Maximum

Likelihood Estimate)といい、最尤推定値を用いて

Xiの点推定を行なうことを最尤推定法 (Maximum

Likelihood Method) という。 L(xl0)とInL(xl0) 

とは最大値をとる 0は同じなので、蘭単のため (1)

式の対数

n 

In L{xl0) =区Inf(xd0) 
i=1 

(2) 

を考え、これを最大にする 0を求める。したがって、

hood Estimation)を用いて g(yl0)を最大にするこ

とによって推定される。

ここで、 k(xly,0)をyと0が与えられたときの

X の条件付き密度関数であるとすると、ベイズの定

理

/(xl0) = g(yl0) ・ k(xly, 0) (5) 

より、 yの密度関数は

g(yl0) = J(xl0) 
k(xly, 0) 

(6) 

である。両辺の対数をとれば

In g(yl0) = In f(xl0) -In k(xly, 0) (7) 

となる。ここで、推定するパラメークを O'としたと

き、 yおよび任意の 0に対して Ing(yl0'）の条件付

き期待値は

E{ln g(yl0')1Y, 0} = j In g(yl0')k(xly, 0)dx (8) 

△ 
~ In g(yl0') 

となる。これを尤度関数 L(0'）として

△ 
L(xl0)が0に関して徴分可能ならば徴分された関数 L(0') ~ lng(yl0') (9) 

はもとの関数において最大値をとる 0を与えれば0

になるので

a In L(xlB) 
80 

=0 

として 0を求めることができる。

3. 期待値最大化法

(3) 

期待値最大化 (EM: Expectation Maximization) 

法とは不完全デーク yに対して尤度関数L(yl0)を

最大にするパラメーク 0を決定する際に、 yの替わ

りに yに付随して得られるデーク xを用いて L(yl0)

を最大にする 0を決定する方法である。

Xから Yへの many-to-one写像であるサンプル

空間X、 Yがあり、 Xにおける完全デーク xを観

測する代わりに Yにおける不完全デーク yが観測

できるとする。 xの密度関数がパラメーク 0として

J(xl0)で与えられるとすると yの密度関数は

g(yl0) = fxrv) f(xl0)dx (4) 
X(y) 

で与えられる。ただし、 X(y)= {x : y(x) = y}で

ある。パラメータ 0は最尤推定 (MaximumLikeli-

と定義すると

L(0') = E{lnf(xl0')1y,0}-E{lnk(xly,0')1y,0} 

(10) 

となる。ここで yと0が与えられたときの

In f(xl0'）の期待値を Q(0110)、yと0が与えられた

ときの lnk(xly,0'）の期待値を H(0'l0)とすると

Q(0'J0) = E{In /(xj0')1Y, 0} (11) 

H(0'J0) = E{In k(xjy, 0')1Y, 0} (12) 

となり、尤度関数は

L(0') = Q(0'l0) -H(0'l0) (13) 

となる。

ここでJensenの不等式

H(0'l0) ~ H(0l0) (14) 

によって 0の更新により H(0'l0)が減少することが

保証される。したがって L(0'）を最大にするがを求

めるためには Q(0'10)を最大にするりを求めればよ
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い。 したがって、 EMアルゴリズムは以下に示すよ

うに定義される。

EMアルゴリズム

Stepl 

パラメークの初期値〇。の決定

Step2 

Expectation-step Q(0l0n)の計算

Step3 

Maximization-step Q(0l0n)を最大にする

0 = 0n+lの選択

Step4 

収束条件を満足していなければ n=n+lと

して Step2ヘ

満足していれば終了

4. MLEMアルゴリズムによる画像再構

成理論

臼
忍

Fig. 2各記号の定義

Fig. 2のように iを投影、 jを画素、 Iiを投影i

に関わる画素の集合、 Jjを画素jに関わる投影の

集合、 Yiを投影 iで検出される実測値、 Cijを画素

jの情報が投影 iに検出される確率、入iを画素jの

画素値と定義すると、 MLEMアルゴリズムによる

画像再構成理論は次のようになる。

最尤 (ML: Maximum Likelihood)推定による画

像再講成では、任意の画像入が与えられたときの投

影デーク Yが得られる条件付き確率 f(YI入）を最大

にするような画像入を推定する。

光子の放出はポアゾン過程にともなう現象である

から、投影データもボアソン分布に従う。したがっ

てf(YI入）は

exp（一区 C;ふ）（LCj山）Y．
f(YI炉 II{ j €1, i €1. 

Yi! 
｝ 

I (15) 

となり、対数をとり入について無関係な項をはずす

と

m~lnf(YI入）
入

=mぎ四—〉 ct) ふ十 Y』n心 ct) ふ）｝（ 16)
i iEI, iEI, 

となる。これを解くために EMアルゴリズムを用い

る。ここでは、可観測不完全デークである積分投影

デーク Yに対して In/(YI入）を最大にする入を決定

する際に、 Y の替わりに非観測完全デークである Y

の各要素Xを用いて In/(YI入）を最大にする入を決

定する。ここで X;iが画素jから放射された光子が

投影 iで検出される投影デークであるとすると

Yi＝I:xii 
沢I,

となる。つまり、 (16)式は

ーこ％＋こ 叫図 1 
•一＝ 0 

吐 i€Ji 〉 Cjk入：入j
狂 I;

(17) 

ln/(XI入） ＝ここ{-C砂j

i 沢I.

+ X;j ln(c;i入i)-In Xが｝ （18) 

となる。 Expectation-stepにより、投影デーク Y と

現在の画像デーク炉が与えられたときの ln/(XI入）

の期待値は

E{lnf(X|入)|Y，炉｝

＝ここ{-Cj凸＋ NijIn(Cj占）｝＋ R (19) 

i iEL 

となる。ここで、 Rは定数項、 Nijは

褐＝
叫訊

こ叫：
(20) 

狂 Ii

である。次に、 Maximization-stepによって

(21) 

第8巻
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となり、 入j＝入臼＋1
｝ 

として解くと再推定式は

炉亨＝一←こ ct}Ỳ （22)
LCj恨 JjL Cjk楼
iEJi 奴：I，

となる。

5. ML EMアルゴリズムの並列化

(22)式はおもに更新中の画素値の投影デーク

（冗kEI;Cjk楼）と、注目している画素と投影経路

との距離からその画素を投影経路が通る面積の比率

(Cij) の二つの値を計算するものである。本研究で

は反復回数や投影角を保持、管理し、デークをまと

める役割を持つホストを設け、二つの計算を超並列

コンピュータが持つプロセッシングノード（以下ノー

ド）に分散することによって MLEMアルゴリズム

の並列化を図った。各ノードに割り当てる処理の実

行範囲（以下、処理単位）は、コンピュータで行なう

画像再構成における離散的な処理の区分を考えると

画素か投影経路のいずれかを用いるのが適当である

ので、並列化の手法は以下のようになる。

5.1. 画素を処理単位とする手法

画素をノードの処理単位とし、各ノードが再構成

画像の投影の計算と画素値の更新を並列に行なうこ

とのできるアルゴリズムは次のような流れになる。

まず、各ノードは割り当てられた画素の集合に

おける不完全な投影データを計算する。そして、各

ノードは計算した投影データをホストヘ送信する

(Fig. 3 ;矢印 (a)の方向）。次に、ホストはリダク

ションによって集めた投影デークの投影経路ごとの

総和を計算し、完全な投影デークを作る。ホストは

プロードキャストによって各ノードに投影デークを

送信する（矢印 (b)の方向）。プロードキャストされ

た投影データをもとに各ノードは割り当てられた画

素の画素値の更新を行なう。そして各ノードは更新

した画素値をホストヘ送信する（矢印 (a)の方向）。

ホストは更新された画素値をもとに再構成画像を作

り、ブロードキャストによって投影デークの計算に

必要なデークである再構成画像を各ホストに送信す

る（矢印 (b)の方向）。これを繰り返すことによって

並列処理による画像再構成が行なわれる。

後述する手法に比ぺ、この手法には各ノードに割

り当てられた画素数が等しいために負荷にほとんど

バラつきがなく、処理にかかる時間が短いという長

所があるが、その反面、データ通信量は大きくなっ

ている。

(b） .. 

Fig. 3画素を処理単位とする手法

5.2. 投影経路を処理単位とする手法

投影経路をノードの処理単位とし、各ノードが再

構成画像の投影の計算と画素値の更新を並列に行な

うことのできるアルゴリズムは次のようになる。

まず、各ノードは割り当てられた投影経路におけ

る投影デークを計算する。投影データの計算を終了

したノードはすぐに割り当てられた投影経路と重

なっている部分の画素値の更新を行なう。そして、

各ノードは更新した画素値をホストヘ送信する (Fig.

4;矢印 (a)の方向）。ホストは集めた画素値の画素

ごとの総和を計算し、完全な画素値（再構成画像）

を作る。再構成画像は投影デークの計算を行なうた

めに必要なので、ホストはプロードキャストによっ

て各ノードに再構成画像を送信する（矢印 (b)の方

向）。これを繰り返すことによって並列処理による画

像再構成が行なわれる。

前述した手法に比ぺ、この手法はノードが投影

デークを独立して計算し画素値の更新の際に他の

ノードがもつ投影デークを必要としないためにデー

ク通信量が小さいという長所がある。しかし、各

ノードに割り当てられた投影経路と重なる画素数が

投影経路の位置や角度によって変化するために、負

荷にバラつきが多く、処理にかかる時間も長くなっ

ている。

(a)-

(b) ◄ 

Fig. 4投影経路を処理単位とする手法

法政大学計算センター研究報告



法政大学計算センター研究報告，8,49-54 (1995) 

6. シミュレーション結果

前節の通り、画素をノ ー ドの処理単位とする並列

化（並列 1)および投影経路をノードの処理単位とす

る並列化（並列 2)によって MLEMアルゴリズムに

よる画像再構成の並列処理を考え、その有効性を確

かめるためにシミュレーションを行なった。シミュ

レーション条件は Table1の通りである。また、再構

成画像を Fig. 5に、実行時間、 1回あたりの平均時

間および逐次処理との実行時間の比率を Table2に示

す。

Table 1 シミュレーション条件

画素数

投影数

投影経路数

原画像

反復回数

ノード数

64 X 64 

45(0~ 180 °) 

64 

Shepp phantom 

1、5、10回

32 

Fig. 5上；原画像、左；並列 1、右；並列 2

Table 2 シミュレーション結果

繰り返し回数 逐次処理 並列 1 並列 2

1 3.10 0.82 1.10 

5 15.7 4.12 5.48 

1 0 31.4 8.24 11.0 

平均 3.14 0.82 1.10 

比率 1.00 0.26 0.35 

第8巻
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7. 検討

画素をノ ー ドの処理単位とする並列化の手法と

投影経路をノードの処理単位とする並列化の手法と

を比較すると、前者は後者に比ぺて 40％ほどノー

ドの負荷が小さく、後者は各ノ ー ドが計算した投影

データを他のノ ー ドに送ったり、画素値の更新を行

なうために他のノードから投影データを集めたりす

る必要がないためにデータ通信量が前者の約 66% 

である。その結果、処理全体では画素をノードの処

理単位とする並列化の手法のほうが投影経路をノー

ドの処理単位とする並列化の手法より約 26％実行

時間が短縮されている。

両手法において処理時間を大幅に短縮することが

できなかったのは、逐次処理自体の処理の負荷が小

さかったために並列化の有効性が低くなってしまっ

たことと、逐次処且！にはなかったコミュニケーショ

ンに比較的時間がかかってしまったことが原因であ

ると思われる。

8. まとめ

超並列コンピュークを用いて MLEM画像再構成

を並列化した結果、画素をノードの処理単位とする

並列化の手法では約 26％に、投影経路をノードの

処理単位とする並列化の手法では約 35％に処理時

間を短縮することができた。
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Summary 

Parallel Calculation Algorithm in ML-EM Image Reconstruction 

HiroyukilKEM OTO 

College of Engineering, Hosei University t 

Koichi OGAWA 

College of Engineering, Hosei Universityt 

Abstract 

The image reconstruction method using ML-EM(Maximum Likelihood method using Expectation Max-

imization) algorithm is a kind of stochastic approach, and is useful when acquired projection data is 

incomplete. However the method is not practical because of computation time. In this paper, we pro-

posed two parallel computation algorithms using a massively parallel computer CM-SE. In this study we 

developed two message-passing programs; one is a pixel oriented program and the other is a bin oriented 

one. These two methods were evaluated and the validity of parallel processing in image reconstruction 

was also discussed. 

Key Words 

image reconstruction, parallel processing, algorithms 
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