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研究成果の概要（和文）：本研究では，グラフに付随して定まる有向辺に，非可換な量，すなわち行列や四元数
のように積の順序を逆にすると結果が異なるような量，で重みづけした重み付きグラフに対するゼータ関数を定
め，非可換な量を成分にもつ行列に対する行列式（非可換行列式）などによる表現の導出など，その主要な性質
の解明と関連領域への応用を行った。グラフの第１種重み付きゼータ関数と第２種重み付きゼータ関数の二つに
ついて，これまでの理論を重みが四元数の場合へ一般化し，その成果をグラフ上の四元数量子ウォークのスペク
トルの解析に応用した。また，第１種重み付きゼータ関数は，四元数を特殊な場合として含む，より一般の場合
への拡張を行った。

研究成果の概要（英文）：We defined several classes of weighted zeta functions of noncommutative 
weighted graphs; they are considered to have symmetric directed edges that are weighted by 
noncommutative quantities such as matrices or quaternions. We obtained main properties of the zeta 
functions such as determinant expressions. We generalized the theories of first and second weighted 
zeta functions of graphs to the case of quaternion-weighted graphs and applied them to the analysis 
of the spectra for quaternionic quantum walks on graphs. We also generalized the theory of first 
weighted zeta functions to much more general situation that includes the case of quaternions.

研究分野： 群の表現論

キーワード： グラフのゼータ関数　四元数　量子ウォーク

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究成果は，伊原ゼータ関数に始まるグラフのゼータ関数論を大きく発展させるものであり，四元数量子ウォ
ークへの応用にもみられるように，離散数学，代数学，量子モデルなどへの多大な貢献を期待できる。四元数を
初めとする非可換量がグラフ重みとして与えられた場合のゼータ関数のあり方を示したもので，グラフのゼータ
関数の非可換化という前人未到のテーマへの礎となるものである。グラフの重み付きゼータ関数がグラフ上の量
子ウォークの固有値問題に有効であることから，本研究も量子ウォークとの関連，さらには量子情報などとの関
連が期待される。



様 式 Ｃ－１９，Ｆ－１９－１，Ｚ－１９，ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
グラフのゼータ関数は，伊原により導入された正則グラフに対する伊原ゼータ関数が起源であ
る．伊原ゼータ関数は，セルバーグゼータ関数の p-進類似として導入され，母関数型表示と行
列式表示を持つことが示された．その後，グラフのゼータ関数は多くの研究者によって大きく
発展した．研究代表者は，横浜国立大学の今野紀雄教授，小山工業高等専門学校の佐藤巖教授
とともに，四元数量子ウォークの研究を機に四元数を重みにもつグラフの非可換ゼータ関数の
研究に取り組んでいたが，研究代表者は行列環や四元数環を包括するより一般の非可換環，特
にモノイド環の元を重みにもつグラフのゼータ関数を構築し，母関数型表示や準行列式を用い
た表示等，グラフのゼータ関数としての主要な性質を解明し，関連領域に応用したいという着
想に至った． 
 
２．研究の目的 
行列環や四元数環を包括するより一般の非可換環，特にモノイド環の元を重みにもつグラフの
ゼータ関数を構築し，母関数型表示や準行列式を用いた表示等，グラフのゼータ関数としての 
主要な性質を解明し，関連領域に応用することを目的とする． 
 
３．研究の方法 
関連する研究集会やセミナー等に参加し，他の研究機関の研究者達と交流を深め，研究計画の
遂行に必要な情報を収集し，文献や論文をもとに考察し，数式処理ソフトなどを用いて具体例
を計算しながら研究を進めた．得られた研究成果は学術論文として公表するとともに，研究集
会で発表し，他の専門家との討論を行った． 
 
４．研究成果 
有限単純連結グラフに対して，その対称有向グラフの各有向辺上に四元数重みをもつ場合の（第
１種）四元数重み付きゼータ関数の橋本型行列式表示，伊原型行列式表示及び母関数表示に関
する研究を完成させた．そして，本研究で定めた四元数重み付きゼータ関数の定義が，行列式
表示の可能性や有理性などから自然で妥当であることを検証した．さらに，有限連結単純グラ
フ上の量子ウォークのスペクトル問題に決定的役割を果たすグラフの第２種重み付きゼータ関
数の（有向）辺上の重みを四元数とした場合のゼータ関数を，（第１種）四元数重み付きゼータ
関数の橋本型行列式表示を修正する形で定義し，その伊原型行列式表示やオイラー積表示を導
出した．導出に際しては，（第１種）四元数重み付きゼータ関数と同様に Study行列式ゼータ関
数を扱ったが，変数は四元数とし，オイラー積の収束性についても議論した．モノイド元を重
みにもつ場合の非可換重み付きゼータ関数については，オイラー積を用いた定義と橋本型行列
式表示については概ね完成した．伊原型行列式表示については導出の途中段階であり，もう少
し議論が必要である．グラフ上の量子ウォークについては，第２種重み付きゼータ関数を右固
有値問題へ応用するためにそれまで課していた条件から，重み付き隣接行列と重み付き次数行
列の同時三角化可能性へと緩和し，第２種重み付きゼータ関数の四元数量子ウォークへの適用
範囲を拡大した． 
有限連結グラフの重み付きゼータ関数の四元数化された行列式表示を自己ループのある場合に
拡張し，自己ループを持つ四元数量子ウォーク（Grover walk）の右スペクトルを，重み付き隣
接行列と重み付き次数行列の右スペクトルから計算する公式を得た．さらに，二重に重みづけ
された自己ループを許す有限連結グラフに対する行列式表示公式を導き，これを応用して
Szegedy type の四元数量子ウォークの右スペクトル問題を判別作用素のスペクトルから導出す
る公式を得た．さらに，Szegedy typeの四元数量子ウォークの右スペクトルのうち，判別作用
素に由来するものに対応する固有ベクトルを計算する手法を確立した．また，モノイド元を重
みにもつ非可換重み付きゼータ関数について，その指数母関数型母関数表示を得ることに成功
した．その母関数の係数は，第２種ベキ和非可換対称関数で記述できることがわかり，非可換
重み付きゼータ関数と非可換対称関数の間に密接な関係があることを発見した．さらに，四元
数重み付きゼータ関数を非可換重み付きゼータ関数で記述することにも成功した．  
電気回路理論に由来する resistance distance は，グラフのラプラシアンを用いて定義され，
さらに，グラフの Kirchhoff index は，resistance distanceとグラフの complexityを用いて
定義される．Kirchhoff index にはいくつかの種類があるが，それらのある一次結合と，グラ
フの伊原ゼータ関数の主要部の２階微分の間に関係があることが近年発見された．これに基づ
き，我々はグラフの Kirchhoff indexを重み付きグラフの場合に一般化して定義し，重み付き
グラフのゼータ関数との関係を求めた．そして，ラプラシアンや complexityも重み付きの場合
に一般化されて成り立つことを示した．また，有限グラフ上の四元数 Grover walk の左固有値
問題にグラフの第２種四元数重み付きゼータ関数の行列式等式を応用して，左固有値の決定を
四元数二次方程式の解を求める問題に帰着し，四元数 Grover walk の左固有値集合を求めた． 
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