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要旨 

 

固体の融解や液体からの蒸発など、相転移現象は身近なものではあるが、その理論的取

り扱いは容易ではない。これらの現象では極めて多数の粒子が関与するからである。ここ

において、熱力学の取り扱いは体積 V・圧力 p・温度 Tといった少数の変数をもとに行わ

れるために現象の整理には好都合である。しかし、どの条件で相転移が起こるかを突き止

めると、温度と圧力の指定された純物質では、ギブスエネルギー Gを知る必要があるこ

とが明らかになった。 

つまり、相１と相２が相平衡にある条件は次のように表される。ここでNは粒子数であ

る。 

 

1 2

1 2

1 1 2 2/ /

T T

p p

G N G N







  (1) 

しかし、Gの式は相互作用の無い系はともかく、一般的には限られた模型的な取り扱いで

知られるのみである。 

分子間相互作用を具体的に扱って、粒子系の相転移を調べる方法のひとつに、分子動力

学シミュレーションがある。そこでは分子間相互作用の関数が与えられたとき多分子系の

古典力学の運動方程式を数値的に解いて、系の平衡状態を得た後、圧力や内部エネルギー

Uを求める。これらを元に、熱力学の関係式に基づいて、エントロピー Sやギブスエネル

ギーを計算する。 

本論文では 1章で導入を述べ、２章で van der Waals式を仮定して、気相・液相・固相

間の相転移の境界線を定める方法を述べる。こうしていわゆる相図（状態図）が得られ

る。蒸気圧曲線・融解温度線・昇華圧曲線として知られる実験結果と比較検討を行う。 

３章では、レナードージョーンズ相互作用系についてより現実的な相図を得るために、

分子動力学シミュレーションにより、p(V,T)とU(V,T)を簡単な式で表すことで、G(V,T)を

得る方法を述べる。Gが得られた後は式(1)を数値的に解いて相図を得る。相互作用の効果

を取り入れているため、van der Waals式による相図よりは格段に現実的なものであるこ

とが示される。 

４章では、ギブスエネルギーを経由することなく、与えられた状態 (V, T)あるいは(p, T)

でどの相が最安定と見なすことができるかを分子動力学シミュレーションにより調べる。

多数の状態点でのシミュレーションを繰り返すことにより、相境界も定めることができ

る。残念ながらこの方法は、コンピュータ資源を多く消費する。伝統的な方法としては多

数の状態点での計算結果を状態方程式にまとめてそれにもとづいて、相平衡を議論するも

のがある。 ４章では、セルの構成などに工夫を凝らして、比較的少ない計算量で相境界

を定める具体的な例を示す。 
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２章から４章まで具体的な分子系は球形からなる分子系に近似できるものとしている。

このため実験値との比較においては、アルゴン系が多く利用される。しかし、van der 

Waals式のような抽象的なモデルでは、水や酸素あるいはプロパンのような炭化水素系更

にはアルカリ金属のリチウムとの比較も行った。また多数の分子系をレナードージョーン

ズ関数で表わせると考えると３章で得た状態式が非常に多くの分子系の臨界点・沸点など

を議論できる。 
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第 1章 はじめに 
この論文では古典力学的な粒子系の相転移を熱力学と分子動力学法で調べる。粒子系

の相転移の代表例は固体を加熱すると液体さらに気体へと変わる現象である。 

固体の融解や液体からの蒸発など、相転移現象は身近なものではあるが、その理論的

取り扱いは容易ではない。これらの現象では極めて多数の粒子が関与するからである。

ここにおいて、熱力学の取り扱いは体積 V・圧力 p・温度 Tといった少数の変数をもと

に行われるために現象の整理には好都合である。しかし、どの条件で相転移が起こるか

を突き止めると、温度と圧力の指定された純物質では、ギブスエネルギー G を知る必

要があることが明らかになった。 

つまり、相１と相２が相平衡にある条件は次のように表される。ここでNは粒子数であ

る。[1] 

 

1 2

1 2

1 1 2 2/ /

T T

p p

G N G N







  (1-1) 

しかし、Gの式は相互作用の無い系はともかく、一般的には限られた模型的な取り扱いで知

られるのみである。 

分子間相互作用を具体的に扱って、粒子系の相転移を調べる方法のひとつに、分子動力

学シミュレーションがある。現時点では分子間相互作用の関数が与えられたとき多分子系

の古典力学の運動方程式を数値的に解いて、系の平衡状態を得た後、圧力や内部エネルギー

U を求める。これらを元に、熱力学の関係式に基づいて、エントロピー S やギブスエネル

ギーを計算する。 

本論文では２章で、van der Waals式[1]を仮定して、気相・液相・固相間の相転移の境

界線を定める方法を述べる。こうしていわゆる相図（状態図）が得られる。蒸気圧曲線・融

解温度線・昇華圧曲線として知られる実験結果と比較検討を行う。[2, 3] 

３章では、レナードージョーンズ相互作用系についてより現実的な相図を得るために、

分子動力学シミュレーションにより、p(V,T)とU(V,T)を簡単な式で表すことで、G(V,T)を得

る方法を述べる。G が得られた後は式(1-1)を数値的に解いて相図を得る。相互作用の効果

を取り入れているため、van der Waals式による相図よりは格段に現実的なものであること

が示される。[4 - 12] 

４章では、ギブスエネルギーを経由することなく、与えられた状態 (V, T)あるいは(p, 

T)でどの相が最安定と見なすことができるかを分子動力学シミュレーション[13]により調

べる。多数の状態点でのシミュレーションを繰り返すことにより、相境界も定めることがで

きる。残念ながらこの方法は、コンピュータ資源を多く消費する。伝統的な方法としては多

数の状態点での計算結果を状態方程式にまとめてそれにもとづいて、相平衡を議論するも

のがある。[14,15] ４章では、セルの構成などに工夫を凝らして、比較的少ない計算量で相
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境界を定める具体的な例を示す。[16, 17] 

２章から４章まで具体的な分子系は球形からなる分子系に近似できるものとしている。

このため実験値との比較においては、アルゴン系が多く利用される。しかし、van der Waals

式のような抽象的なモデルでは、水や酸素あるいはプロパンのような炭化水素系更にはア

ルカリ金属のリチウムとの比較も行った[3]。また多数の分子系をレナードージョーンズ関

数で表わせると考えると３章で得た状態式が非常に多くの分子系の臨界点・沸点などを議

論できる[19]。 

分子動力学を使った最新の研究に定密度の条件下での融解エントロピーがある。レナ

ードージョーンズ系では密度によらず、融解エントロピーは１分子あたり約 0.5ｋとなるこ

とを見いだした[20]。（kはボルツマン定数） 

本研究における分子動力学シミュレーションは SCIGRESS-ME[21]を使用して行った。 

そのほかに、分子動力学法のプログラムを見える形で公表している[22, 23]。EXCEL のワ

ークシート[22]および Mathematica のノートブック[23]はこれらの文献の電子付録として

公表している。 
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第 2章 van der Waals 式による３相平衡[0] 

 

2.1 歴史 

相転移は熱力学で解くべき最も重要な問題の一つである[1]。最近ではこの現象は分子

動力学シミュレーションを使用して調べられている[2-4]。その結果は多数の係数を含む状

態式の形にまとめられる[5, 6]。われわれはより簡単な式を提案してきた[7-13]。 

van der Waals 式を使うと気体と液体のあいだの相転移を統一的に説明できる[1]。相

境界を定める方法に Maxwell の構成法がある。しかし、固相を含めた統一的な議論はまれ

であり、計算が実行されるのはひとつには化学工学の分野での実用的な状態式による個々

の場合についての特定の状況についてである。もうひとつは、レナードージョーンズ系のよ

うなモデル系についての状態式を用いたものである[5, 6]。 

 

2.2 固体-気体の van der Waals 式の導入 

  オリジナルの van der Waals式は液体-気体についての式である。ここで液体とは、気

体と比べ密度の非常に高い凝縮状態の一つである。そこでもう一つの密度の非常に高い凝

縮状態である固体を想定して、固体-気体の van der Waals 式を導入する。 

  液体-気体の van der Waals 式を次のように書く。 

 

2

,  
kT N

p a V Nb
V Vb
N

 
   

 

  (2-1) 

ここで、記号は通常のものであり、圧力 p温度 T体積 V粒子数 N van der Waals係数 a, b

である。係数 aは[エネルギー]*[体積]の次元を持つため、新たに次の式によりエネルギー定

数 を導入する。 

 a b   (2-2) 

この書き方で式(2-1)を無次元量に関する式の形に変形すると次式を得る。 

 

2
1

,   ( )

1

p kT Nb

V V

b Nb

 

 
   

 

液体  (2-3)  

固体-気体の van der Waals 式は具体的な例で示すと次のようになる。 

 

2

1.5 ,   ( )

0.9

p b kT Nb

V V

b Nb

 

 
   

 

固体   (2-4) 

この式は次のような考えで書かれている。固相においては１粒子あたりの体積は液相の０．

９倍程度である。また固相における引力的相互作用エネルギーの大きさは液相の場合の１．

５倍程度である。 
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1.5

0.9

s s

s

a b b

b b

  


  (2-5) 

2.3 内部エネルギーの式 

  圧力と内部エネルギー Uは次の熱力学的状態方程式を満たさなければならない[1]。 

 
T V

U p
T p

V T

    
    

    
  (2-6) 

式(2-1)の場合は、この式を積分して次の式を得る。U0 は積分定数である。 

 0( )U N U T
a

N V N
     (2-7) 

液体と固体の式からは次の Uの式を得る。ただし、積分定数の部分には任意性がある。 

 
(Liquid) 3

1.6 1.5
2

U NB
kT kT

N V



      (2-8) 

 0

(Solid) 3
1.5 1.5 1.5 (adjustable)

2

U NB
kT kT u

N V



       (2-9) 

これらのUの式で第１項は運動エネルギー、第２項は式(2-7)の体積に依存する相互作用項、

第３項と第４項はポテンシャルエネルギーの平均値に相当する項である。式(２-9)の最後の

調節変数 u0 > 0 は、３重点を実現するために導入した。u0の値の例を下に示す。これはア

ルゴンの場合である。 

 0 0.6u    (2-10) 

 

2.4 エントロピー 

  ギブスエネルギー Gを知るにはエントロピーSの式が必要である。圧力 pと内部エネ

ルギーU が(V,T)の関数として得られたので、適切な過程を使用し熱力学第一法則を使って

エントロピー変化の式を知ることができる[1]。 

  等温可逆膨張の仕事 wは van der Waalsの式から次のように得られる。 

 ln
Vf

f

Vi
i f i

V Nb N N
w pdV NkT a

V Nb V V

  
            
   (2-11) 

熱力学第一法則からこの過程における熱の出入り qrev は次の式から得られる[1]。 

 revU q w     (2-12) 

内部エネルギーの変化は式(2-7)から分かる。 

 

f i

U N N
b

N V V


 
     

 

  (2-13) 

こうして、等温可逆膨張過程によるエントロピー変化Sは次のように書かれる。 
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1

ln
f

frev
rev

i
i

V Nbq
S dq Nk

T T V Nb

 
     

 
   (2-14) 

一定体積での加熱過程によるエントロピー変化を加えて、一般の状態変化におけるエント

ロピー変化の式が次のように得られる。ここでは定積熱容量が一定の場合の式を書いた。 

 0(T ,V ,V , N) ln ln
f f

i i f f

Vi i

V Nb TdU
S T Nk

V Nb dT T

    
       

     
  (2-15) 

ここでエントロピーの原点を次のように選ぶと以下の計算が簡単になる。 

 ( / , 2 , ) 0i iS T k V Nb N     (2-16) 

そこでエントロピー変化として次の式を得る。 

 (T ,V ,V , N) ln 3.1 ln  (liquid)
f f

i i f f

V Nb kT
S T Nk kN

Nb 

   
      

   
  (2-

17) 

 (T ,V ,V , N) ln 3 ln  (solid)
f f

i i f f

V Nb kT
S T Nk kN

Nb 

   
      

   
  (2-

18) 

 

2.5 (T,V)空間における熱力学量 

  温度 T = 0.14 /kにおける圧力 pの密度依存性を図 2-1に示した。図 2-1の右側の図は

低密度領域が良く分かるように対数目盛りとしたものである。比較のために完全気体(理想

気体)の圧力 pid も示した。固体の圧力が液体と比べ高密度で低いことが分かる。これは高

密度における引力の効果のためである。 

 

-0.6

-0.4
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0
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0.6

0.8

1
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p
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/

b
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(N/V)/b
-1
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T=0.14/k

 

10-5

0.0001

0.001
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0.001 0.01 0.1 1 10

p, L
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p
/(
/

b
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(N/V)/b
-1

Ar
T=0.14/k

 

Fig. 2-1. Pressure p, as a function of the number density N/V, at T = 0.14/k.  The liquid 

(p, L), and solid (p, S) branches are compared with that for an ideal gas (p, id). 
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  同様に温度 T = 0.14 /kにおける内部エネルギーUの密度依存性を図 2-２に示した。 

図のような密度に比例してUが高密度になるに従い低下するのが van der Waals式の特徴

である。式(2-5)のように固体におけるaの値が液体の場合の値と比べて適切に大きいため、

図 2-２のように高密度において、固体の Uは液体の Uより低い値となる。 

 

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

U,L
U,S
U,id

(U
/N

)/


Nb/V

Ar
T=0.14/k

 

Fig. 2-2. Internal energy per particle U/N, as a function of the number density N/V, at T 

= 0.14/k.  The liquid (U, L), and solid (U, S) branches are compared with that for an 

ideal gas (U, id). 

 

  エントロピーを温度 T = 0.14 /kにおいて密度の関数として描いたのが図 2-3である。 

-15

-10

-5

0

5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

S, L
S, S
S, id

(S
/N

)/
k

Nb/V

Ar
T=0.14/k

 

Fig. 2-3. Entropy per particle S/N, as a function of the number density N/V, at T = 0.14/k.  

The liquid (S, L), and solid (S, S) branches are compared with that for an ideal gas (S, 

id). 

  液体・固体ともに密度の限界に近づくとエントロピーは低下する。この状況ではゆるされ

る分子配置が少なくなるためである。一方密度が十分低い状態ではエントロピーは大きな

値をとる。そこでは許される分子配置の数が大きくなるためである。 
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 同じ温度でギブスエネルギー Gを密度の関数としてプロットしたのが図 2-4 である。高

密度では液体・固体ともに密度の限界に近づくと G は急激に増大する。これは圧力の増大

による。一方低密度領域では密度の低下にともない G は低下する。これはエントロピー項

のためである。圧力とギブスエネルギーがともにいわゆる van der Waals ループを持つ。

ここに相転移の可能性がある。また液体と固体の p と G が同じ程度の対応する密度におい

て同じ程度の値をとる。これも相転移を予想させる。 
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Fig. 2-4. Gibbs energy per particle G/N, as a function of the number density N/V, at T = 0.14 /k.  The 

liquid (G, L), and solid (G, S) branches are compared with that for an ideal gas (G, id). 

 

2.6 相平衡点 

  相１，２が(p, T)空間の温度 T において相平衡となるための条件は次式のようになる。 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

( , ) ( , ),

( , ) ( , )

p V T p V T

G V T G V T

N N




  (2-19) 

この式を数値的に解くためには体積を助変数として G-p 曲線を固体と液体について描いて

その交点を求めればよい。図 2-5に固体と液体の相平衡の場合を示した。 
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Fig. 2-5. Gibbs energy per particle G/N as a function of the pressure p at temperature T 

= 0.28 /k in the solid-liquid transition region.  The liquid (G, L), and solid (G, S) 

branches cross at the point indicted by an arrow. 

Fig. 2-6. Gibbs energy per particle G/N, as a function of the pressure p, at T = 0.28 /k in 

the liquid-gas transition region.  The liquid branch crosses with the gas branch at the 

point indicted by the arrow. 

 

図 2-6 には気体と液体が平衡となる例を示した。この図には不安定領域の分岐が現れてい

る。この領域では次の不等式が成立する。 

 0
T

p

V

 
 

 
  (2-20) 

  次の図 2-7には 3重点の例を示した。 
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Fig. 2-7. Gibbs energy per particle G/N, as a function of the pressure p, at T = 0.1375 /k 

in the triple point region.  The solid branch crosses with the gas and the liquid branches 

at the point indicted by the arrow, T3. 
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図 2-7の T3 (p3 = 0.00066 /b, G/N = -0.84 )と示した場所で、固体と液体と気体の分岐が

１点で交差する。この温度では p3より高圧では固体が最も安定であり、より低圧では気体

が最も安定である。 

  表 2-1 において臨界点と３重点を実験値と比較した。van der Waals 式では臨界点は

次の式で与えられる[1]。 

 
8 1

,   ,   3
27 27

c c cT p V b
k b

 
     (2-21) 

 

Table 2-1 Calculated critical and triple point parameters compared with the 

experimental data for argon [24]. 

p c/(/b) p 3/(/b) T c/(/k) T 3/(/k) V c/b V 3L/b p 3/p c T 3/T c V 3L/V c

vdW 0.037 0.00066 0.296 0.140 3.000 0.836 0.018 0.47 0.28

p c/atm p 3/atm T c/K T 3/K
V c/(cm3/

mol)

V 3L/(cm3/m

ol)
p 3/p c T 3/T c V 3L/V c

Ar 48.0 0.681 151 87.8 75.3 28.2 0.014 0.582 0.375

計算で得られた臨界点の温度で規格化した 3 重点の温度 T3/Tc と臨界点の圧力 pc で規格

化した３重点の圧力 p3/pcは、実験値と同じ程度の大きさである。ここで３の添え字で３重

点を示した。 

 

2-6 相図 

  アルゴンについてのポテンシャルパラメータ と b を臨界点での実験値を使って次の

ように決めた。 

 

8
,  150.72 K  

27

1
4.86 MPa

27

c

c

T
k

p
b





 

 

  (2-22) 

ポテンシャルパラメータの値を表 2-2に示した。 

 

Table 2-2 vdW EOS coefficients a, b and  (= a/b) for argon adjusted with respect to Tc 

and pc. 

a /Jm3 b/m3  /J (  /k) /K

3.76E-49 5.35E-29 7.02E-21 5.09E+02  

 

このパラメータを使用して図 2-8のアルゴンの相図を得た。 
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Fig. 2-8. Phase diagram in the (p, T) space.  The calculated result is compared with the 

experimental data [14, 15], the EOS [6] and the free energy calculation [22]. 

 

  計算で得られた相図はアルゴンについての実験結果[15, 16]、レナードージョーンズ系に

ついてのコンピュータシミュレーションの結果[17-21]およびレナードージョーンズ系につ

いての銃夕エネルギー計算の結果[22-23]と良く対応している。この結果は計算で得られた

相図は少なくとも定性的には現実系を再現することを示している。 

 図 2-9に(T, N/V)空間での相図を示した。この図ではレナードージョーンズ系についての

結果も比較のため示している。 
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Fig. 2-9. Phase diagram in the (T, N/V) space.  The calculated result is compared with 

the EOS [6] and the free energy calculation [22]. 

 

 図から相境界線の傾きが van der Waals 式による計算結果とレナードージョーンズ系と

で異なることが分かる。この原因は van der Waals 式では許される密度に限界があり、密

度が限界値に近づくと、圧力が急激に上昇するためである[25]。 

 
1 1

( ),   ( )
0.9

N N
liquid solid

V b V b
    (2-23) 

 相境界における熱力学量の跳びなどについてもレナードージョーンズ系と比較した[25]。 

 

2-7 (p, T)空間における熱力学量 

 図 2-10に臨界圧力 pc = 0.037 /b近傍の圧力における体積の温度依存性を示した。 
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Fig. 2-10. Volume per particle V/N, as a function of the temperature at several pressures.  

The pressure p = 0.037 /b is the critical pressure. 

 

  圧力 p = 0.03 /bにおいては液体と気体間の相転移が見える。この図を得るには式(2-24)

のような式を EXCEL のゴールシークを用いて数値的に解いた。計算に使用した EXCEL

ファイルの例は別の箇所で公開予定である[25]。 

 ( , , ) 0.03 ε/bp V T N    (2-24) 

圧力 p = /bにおける液体と固体の間の相転移に伴う体積の変化の様子を図 2-11に示した。 

このためには次の式も数値的に解いた。 

 ( , , ) /sp V N T b   (2-25) 
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Fig. 2-11. Volume per particle V/N, as a function of the temperature at high pressure p = 

/b.  The solid-liquid transition is indicated by the arrow 

 

2-11 水、酸素、プロパン、リチウムにおける相転移[a1] 

  今回の理論的取り扱いの有効性を確かめるために、アルゴン以外の系に同様に適用し

実験値を相図で比較した[a1]。 

水においては低圧の氷は液体より密度が低い。高圧のもとで高密度の固体が安定であ

る[a2]。この系の相転移を van der Waals式を仮定して調べ、図 2-12の相図を得た。水の

相図の特徴を良く再現できている[a1]。 
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Fig. 2-12. Phase diagram of water in the (p, T) space.  The calculated result is compared 

with the experimental data [a3-a6]. 

 

  同様にして計算で得られた酸素の相図を図 2-13に示す。 

 

  

Fig. 2-13. Phase diagram of oxygen in the (p, T) space.  The calculated result is 

compared with the experimental data [a4, a6 - a9]. 

 

  プロパンは有機化合物の中で T3/TC の値が小さい化合物である。この系の相図を van 

der Waals 式を仮定して計算し、図 2-14を得た。T3の値については概ね再現しているが

p3 の値はこれまで調べた系より低い値が得られたが、非常に低い実験値を再現できなかっ

た。 
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Fig. 2-14. Phase diagram of propane in the (p, T) space.  The calculated result is 

compared with the experimental data [a4, a6, a10, a11]. 

 

 リチウムは T3/Tcの値が低い物質である。van der Waals式で調べた相図を 2-15に示し

た。T3 の値は再現できたが p3 の非常に低い実験値は再現できなかった。また高圧下の固

相の融解曲線は今回の理論の適用範囲外である。にもかかわらず、相図の全体像について計

算値は実験値を良く説明している。 

 

 

Fig. 2-15. Phase diagram of lithium in the (p, T) space.  The calculated result is 

compared with the experimental data [a4, a6, a12 -a14]. 

 

  最後に、p3の値が実験値ほど小さな値を示さない理由を述べる。p3は３重点における
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蒸気圧である。van der Waals 式における蒸気圧は、オリジナルの van der Waals 式だ

けで決まるため、次の universal な関数で決まっている。 

 
vaporp T

vapor

b k

 

 
 

  
 
 

  (2-25) 

この関数と多数の分子系における p3/pc についての実験値を T3/Tc にたいしてプロットす

ると図 2-16のようになる。 

 

Fig. 2-16 The experimental normalized triple point pressure by the critical pressure 

p3/pc is plotted against the normalized triple point temperature by the critical 

temperature T3/Tc [a6].  The solid curve is the vapor pressure function of van der Waals 

EOS (See Eq. (2-25)). 
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第 3章  熱力学と分子動力学による 

アルゴンの３相平衡[0] 

 

3.1 序 

アルゴンの３相平衡を調べるためにレナードージョーンズモデル(LJ) [1]を仮定する。

相の中では液相の性質が最も議論するに際して難しい。熱力学においては圧力 p の密度依

存性は一定温度にたいして定められる[1]。モンテカルロ法と分子動力学法が凝縮相におけ

る圧力を求めるのに使用される[2]。分子動力学法（MD）で調べられた LJ系の圧力は低温

において広い密度範囲において van der Waals 式のような挙動を示す[3,4]。一方高密度液

体での圧力 p(V,T)は適切な係数 a(p) を使用すれば温度の１次関数で近似できる[5] 

 ( , ) ( ,0 K) ( )
NkT

p V T p V a p NkT
V

     (3-1) 

ここで Vは体積、Tは温度、Nは系における球形分子の個数、kは Boltzmann 定数である。 

式(1)の第１項は運動エネルギーの平均値である。他の項は分子間相互作用の影響である。

内部エネルギーU(V,T) も近似的には温度の１次関数である[5]。 

 
3

( , ) ( ,0 K) ( )
2

U V T NkT U V a U NkT     (3-2) 

固体においても同様の特徴を持つ[5]。 

  我々は先に LJ系の理想系について完全液体と完全固体のモデルを提唱した[5-10]。 

簡単化された状態式(EOS)を使用して、固体・液体・気体の間の相転移をギブスエネルギー

の計算から調べた[5-10]。 

  ここでは、分子動力学のデータを解析して圧力の温度に対する線形性を議論する。 

  また EOS の関数形を以前我々が決めたもの[10]と同じとし、係数を最適化した。その

結果、熱力学的性質についての計算値は実験値やシミュレーション結果とより良く合う。 

  LJ系の EOSは多数調べられている[3, 4, 11-18]。それらはモンテカルロ法や分子動力

学法で平衡状態[2]を調べたものである。ここにおける計算結果はシミュレーション結果[3, 

4, 11-18]と実験結果[19-23]と比較する。 

 

3.2 MD シミュレーションの解析 

  LJ 系[1]の内部エネルギーと圧力の密度・温度依存性を得るために MD シミュレーシ

ョンを行った。LJポテンシャルは分子間距離 rの関数であり、次式で与えられる。 

 
12 6

( ) 4u r
r r

 

    

     
     

  (3-3) 

ここで はポテンシャルの谷の深さを表わす。また は u() = 0 となる距離である。今後
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 と はそれぞれエネルギーと長さの単位として使用される。以前の我々の論文では

Cuadros et al. [24]の LJパラメータを使用してきた。アルゴンに適用すると臨界温度 Tcと

臨界体積 Vc は実験値と同様の値となる。ここでは LJ パラメータは臨界温度と臨界体積を

再現するように選んだ。下の式ではアルゴンについての巨視的実験結果[1]を最も右に書き、

中間部分にはシミュレーションの結果[15]を示した。パラメータの値は表 3-1に示した。 

 
3 28 3

1.37207 /k = 150.72 K

/ (1 / 0.316) 1.250 10 m

c

c

T

V N



 



  
  (3-4) 

 

Table 3-1 Lennard-Jones parameters for argon. 

( /k ) / K   / 10
-21

 J
  / 10

-10

m

( /
3
) /

MPa

( /
3
) /

atm

114.12 1.5756 3.405 39.9 394  

   

パラメータの値は式(3-4)に示すようにMDシミュレーションの臨界温度 Tcと臨界体積[15]

についての結果が巨視的実験結果と合うように決められた。 

 今回の論文では N = 256 の系について NVT アンサンブルのシミュレーションを数点の

密度において、カットオフ距離を十分長く（アルゴンについて 10-8m）とってポテンシャル

エネルギーと圧力の計算を行った。図 3-1と図 3-2に計算の例を示した。 

 

  

Fig. 3-1. Average potential energy vs. temperature obtained by MD simulations at N/V = 

1.03 -3. The line of fit is given for the liquid phase. 
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Fig. 3-2. Pressure multiplied by volume vs. temperature obtained by MD simulation at 

N/V = 1.03 -3. The line of fit is given for the liquid phase. 

 

ポテンシャルエネルギーの平均値 Ue と圧力はそれぞれの相について温度の１次関数で表

わした。 

 e (0 K)
( )e

e

U UkT
a U

N N  
    (3-5) 

 
3 3

(0 K)
( )

/ /

p kT p
a p

    
    (3-6) 

係数 a(Ue)と a(p)は参考文献 10の図３と図４に示されている。これらは次のように関数

h(v) と y(v)で表わされる。 

 
3

3

( ) 1.4 ( ),

( ,solid) 1 6 ( ),

( , liquid) 1 6 ( )

ea U h v

v
a p h v

v
a p y v







 

 

  (3-7) 

 

5 7
3 3 3

6 8
3 3 3

1 1
( ) ,

10 60

4 1 1
( ) .

5 10 20

h v
v v v

y v
v v v

  

  

   
     

   

   
     

   

  (3-8) 

ここで vは粒子あたりの体積である。 

 
V

v
N

   (3-9) 

項 Ue(0 K)は参考文献[9]の図４に示されている。他の関数は後ほど示される。 
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3.3 状態式 

  使用する状態式を以下に示す。 

        e

3
( , ) ( ,0 K) ( ) ,

2
U V T NkT U V g v NkT         (3-10) 

 e( ,0 K) ( )
( , ) ( ) ln( ),

NkT dU V dg v
p V T f v NkT NkT kT

V dV dv

 
     

 
  (3-

11) 

 

12 6
e,s

4 2

( ,0 K) 1 1
6 1 12 1 , (Solid)

128 5

U V

N v v

 



   
      

   
  (3-12) 

 

18 3
e,f

6

( ,0 K)
1.5 9 , (Liquid)

U V

N v v

 



 
  
 

  (3-13) 

 s s
( )

( ) 1.4 ( ), ( ) 1.09751467*6 ,   (Solid)
h v

g v h v f v
v

    (3-14) 

 
( )

( ) 1.4 ( ),   ( ) 1.17704962*6 . (Liquid)f f

y v
g v h v f v

v
    (3-15) 

ここでは関数 ff(v)は式(3-15)のように調節パラメータを含んでいる。これはMDの臨界点を

再現するように選んだ[15]。もうひとつの調節パラメータは固相に対する関数 fs(v)の中に含

まれている。これは式(3-14)のように MC の３重点[17]を再現するように選んだ。式(3-15)

の最後の項は熱力学的状態方程式を満たすために導入された。これらの式が完全固体の式

と完全液体の式である。 

  エントロピー変化は等温可逆膨張と等積過熱過程により以下の状態変化について、熱

力学第１法則を使って求めた[1]。 

    , ,i i f fV T V T   (3-16) 

エントロピー変化の式は次のようになる。 

 

     ( ) ( ) ln ( ) ( ) ( ) ( ) ln( )

3
( ) ln

2

( ) ( )

f

f i f i f i i

i

f

i

V
S g V g V Nk Nk F V F V Nk g V g V Nk kT

V

T
Nk g V Nk

T

F v f v dv

 
        

 

  
    
   

 

  (3-

17) 

ここで初期状態として次の状態を選んだ。 

 max,   i iT V Nv
k


    (3-18) 
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  0 max max max max

3
( ) ln ( ) ( ) ln

2
iS S g Nv Nk Nk Nv F Nv Nk Nk g Nv Nk

k

   
        

   
  (3-

19) 

ここで体積 vmax は体積の単位 と比べ十分大きい。温度はを単位として表わす。関数

F(V) と g(V)は初期状態では０と仮定する(式 (3-7), (3-8), (3-14), (3-15)参照)。このように

してエントロピー変化は次のようになる。 

 
3

3
( , ) ln ln ( ) ( ) ln ( ) ,

2

( ) ( )

kT v kT
S Nv T Nk Nk F v Nk g v Nk g v Nk

F v f v dv

  

     
          

     

 

  (3-20) 

以後においては S0からの変化を Sと表記する。 

 

3-4 T-p空間における相平衡 

  気液臨界点は次の式を数値的にといて求めた[1]。 

 

2

2
0

T T

p p

V V

   
    

    
  (3-21) 

表 3-2 にアルゴンについて得られた臨界点、実験結果、シミュレーション結果をまとめた。 

 

Table 3-2. EOS, experimental [1], and MD [3, 4, 15] critical constants of argon. 

T c/(/k) p c/(/
3
) V c/

3

EOS v5 (Ref. 10) 1.470 0.247 2.53

EOS v8 1.321 0.219 2.57

EOS (Ref. 3) 1.313 0.13 3.22

EOS (Ref. 4) 1.340 0.141 3.22

MD (Ref. 15) 1.321 0.129 3.16

exp (Ref. 1) 1.321 0.122 3.16  

 

臨界温度は式(3-15)の調節パラメータでMDシミュレーション[15]と合わせた。今回の状態

式(v8)で計算された臨界体積は実験値[1]とシミュレーション結果[2, 3, 15]と良くあってい

る。臨界圧力については実験結果[1]と比べて高い。全体的に臨界定数については良好な結

果である。 

 相１，２間の T-p空間における相平衡の条件は次の式で書ける。 

 
1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

.

( , ) ( , ),

( , ) ( , )

p V T p V T

G V T G V T

N N




  (3-22) 

ここでは状態式が体積と温度の関数であるので、この式は体積を助変数として,G をｐに対

して描いたときの相１の曲線と相２の曲線の交点として解くことができる[5, 6]。3 重点の
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ときの例を図 3-3に示した。 

 

Fig. 3-3. Gibbs energy per molecule, G/N, vs. pressure at Ttr = 0.692 /k. The arrow 

indicates the triple point. 

 

密度が低下すると圧力は下がり液体は気体へ相転移する。同様に密度の低下に伴い固体は

気体へ相転移する。固体分岐の低密度部分である気体は液体分岐の低密度部分である気体

よりギブスエネルギーがわずかに高い。関数 fs(v)のなかの調節パラメータは MC の３重点

の結果[17]を再現するように選んである。表 3-３において３重点における熱力学量の計算値

を実験値とシミュレーション結果と比較した。計算結果は合理的なものと判断できる。 

 

Table 3-3. EOS, experimental [1, 25], MC [13, 17], and MD [18] triple points. The mass 

density of the liquid L and the change of enthalpy in the solid-liquid transition SLH 

are also given. 

T tr /(/k) p tr /(/
3
)  L/

-3
 S/

-3

EOS v5 (Ref. 10) 0.749 2.12E-03 0.845 0.989

EOS v8 0.692 1.53E-03 0.843 0.988

MC (Ref. 13) 0.687 1.10E-02 0.850 0.960

MC (Ref. 17) 0.692 1.21E-03 0.847 0.962

MD (Ref. 18) 0.661 1.80E-03 0.864 0.978

exp (Refs. 1, 25) 0.734 1.73E-03 0.844 1.010  

 

  相転移の圧力を温度の関数として図 3-4 に示し、シミュレーション結果と比較した[3, 4, 

11-18]。 
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Fig. 3-4. Phase transition pressure vs. temperature for the LJ system. Comparison of 

EOS and simulation results [4, 11-18]. 

 

圧力は変域が非常に大きいので対数目盛りで表示した。LJ 系の相転移圧力は温度の関数と

して再現されている。３重点近傍の相転移圧力をアルゴンの実験値[19-24]と図 3-5 におい

て比較した。 
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Fig. 3-5. Phase transition pressure vs. temperature for argon near the triple point [19-

23]. 

 

３重点温度が６%実験値より低いので計算結果は実験値とずれている。推定された臨界圧力

は約60％実験値より高い。LJパラメータはLJモデルの結果[15]と合うように決められた。

しかし実験的に決められた臨界点は LJモデルとは精密には合わない。 
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  図 3-6に相転移温度―数密度関係を示した。シミュレーションの結果[3, 4, 11-18]との

比較を行っている。固体と液体との境界線はよい一致を示している。気液相境界での若干の

不一致は臨界体積の一致が不十分なためである。 

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

1

2

3

4

5

(N/V)/-3

T/
(

/k

)

Solid Lines: EOS v8
Solid Circles: MC
Open Circles: KN-EOS

Solid

LiquidGas

 

Fig. 3-6. Phase transition temperature vs. number density for the LJ system. 

Comparison of EOS and simulation results [4, 11-18]. 

 

  相境界における熱力学量と MC シミュレーションの結果[17]との比較は参照論文[0]の

付録で示されている、 

   配置エントロピー Sc は完全液体と完全固体では次の式で表わされる。 

 c 3
( , ) ln ( ) ( ) ln ( )

V kT
S V T Nk F v Nk g v Nk g v Nk Nk

N 

  
  

   
       (3-23) 

固液相平衡線上の S の特徴は温度の関数と見ると凡そ一定であるといえる。この特徴は良

く再現されている。 

  固液相平衡線上のポテンシャルエネルギーの平均値 Ueは次のように書ける。 

 
e,s e,s s

e,f e,f f

( , ) ( , 0 K) ( ) , (solid)

( , ) ( , 0 K) ( ) . (liquid)

U V T U V g v NkT

U V T U V g v NkT

 

 
  (3-24) 

これについてもシミュレーションの結果[4, 17, 18]と比較した。気相・液相・固相ともシミ

ュレーション結果と対応している。 

 

3.５ 一定圧力における熱力学量 

  この節では低圧下で EOSの結果とシミュレーションの結果を比較する。圧力 p = 1 atm 

= 2.54×10–3 3におけるギブスエネルギー Gを図 3-7において温度の関数として描いた。 
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Fig. 3-7. Gibbs energy per molecule G/N vs. temperature at p = 1 atm. Comparison of 

EOS and simulation results [4]. The melting point is 0.692 /k, and the boiling point is 

0.728 /k. 

 

これを Kolafa-Nezbeda (KN)-EOSと比較している。KN-EOSは LJ系についての非常に多

くのシミュレーション結果を解析して得られたものである。図 3-7 は相転移点近傍を拡大

して表わしており、全体として我々の結果は KN-EOSと良く合っている。エントロピーの

原点の選び方のため、固体と液体のエントロピーは負の値をとる。このため G のプロット

は通常の曲線[1]と傾きが異なる。図 3-7から融点 Tmと沸点 Tbは次のようになる。 

 

m

b

3 3

79.0 K 0.692 ,  

83.1 K 0.728 ,  

1 atm 2.54 10 /

T
k

T
k

p





 

 

 

  

  (3-25) 

これらの結果は巨視的実験値[1]に近い値となっている。 

 

  以下の熱力学量を p = 1 atmにおいて巨視的実験値を比較した。それは体積、内部エネル

ギー、エンタルピー、ヘルムホルツエネルギー膨張係数、等温圧縮率と定圧熱容量である。

定圧MDシミュレーションをN = 864の系で p = 1.2 atmにおいて行った。比較の結果、

今回の EOSは有用であると分かった。これらの図は参照論文[0]の付録に示されている。 

 

3.6  熱力学的無撞着性の確認 

  熱力学的無撞着性を次の熱力学的関係式で確認した。 

  
21

p V

T

TV
C C

N N




    (3-26) 

左辺と右辺をプロットして比較した図は参照論文[0]に示した。熱力学的無撞着性の上で問

題は見られない。 
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3.7  数値計算 

  数値計算のためにいくつかのワークシートを表 3-4のように用意した。図 3-4のような

プロットを得るにはワークシートを使い v = V/N と T の関数として熱力学量を計算した。

二つ目のワークシートでは方程式 p(v,T0) = p0を与えられた T0と p0 に対して v について

ゴールシークにより解いた。これらのファイルは参照論文[0]の付録として公開されている。 

 

Table 3-4. Worksheets used for the phase transition calculations. 

File name Purpose Figure examples 

EOSv8_(T=1.00).xlsx G/N vs. p plot Fig. 3-3 

EOSv8_(p=1atm).xlsm solve p(V,T0) = p0 Fig. 3-7 

 

3.8  液体における振動的運動 

  この節では液相における分子運動を解析する。図 3-8に T = /k、 N/V = 0.91 -3 に

おける平均２乗変位を示した。この状態は液体に対応する。この図から併進運動が十分に励

起されていることが分かる。この運動は拡散と分類できる。しかし短い時間においては図 3-

9 に示した運動の軌跡ように振動運動が見える。図 3-10 は同じ状態の速度自己相関関数で

ある。速度自己相関関数は次の式で定義される。 

 
1

1
( ) (0) ( ) (0) ,

N

i i

i

t t
N 

  v v v v   (3-27) 

図 3-11 に示すように速度自己相関関数の振動数分布は 30 cm-1付近に極大を持つ。速度自

己相関関数の振動数分布は次の式で定義される。 

  
1

( ) (0) (0) cosI t dt 


  v v   (3-28) 

これらの図から、短い時間スケールでは振動が主な運動のモードであるが、長い時間スケー

ルで見ると拡散運動が主な運動モードであることが分かる。 
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Fig. 3-8. Mean square displacement vs. time plot at T = /k and N/V = 0.91 -3. 

Fig. 3-9 An example trajectory in the time range of 4 ps at T = /k and N/V = 0.91 -3. 
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Fig. 3-10 Velocity auto correlation function vs. time at T = /k and N/V = 0.91 -3. 

Fig. 3-11 Frequency spectrum of the velocity auto correlation function vs. frequency at T = /k and N/V 

= 0.91 -3. 

 

短い時間スケールでの振動運動は衝突の効果を圧力にもたらす。この振動を調和振動で近

似すると圧力は温度に比例する[6]。ここで右辺第１項は完全気体項であり、第２項は分子

間相互作用項である。またこの式での zは最近接分子の個数である。 

 
2V

p Nk zk

T V V

 
  

 
  (3-29) 

 

3.9 ３章のまとめ 

  LJ 系における３相平衡は式(7)から式(15)に示した完全液体の式(v8)と完全固体の式

(v8)でよく説明できる。アルゴンのポテンシャルエネルギーはレナードージョーンズのペア

ポテンシャルで書くことができる。このため、相互作用パラメータ  と は調節パラメー

タではない。今回の vの状態式の中の係数が調節パラメータである。この係数の最適化を

行えば、実験値との一致はさらによくなると期待できる。完全液体と完全固体の式は単純な

解析的式である。これらの式が物理化学の教程で使用されることが期待される。 

  

3.10 炭化水素系の汎用状態式[a0] 

 ３章の状態式は LJ ポテンシャル系のものである。炭化水素分子に球分子を仮定すると

LJ 系の状態式を活用できる[a0]。炭化水素の臨界温度を分子に含まれる電子の数 n に対し

てプロットした図を図 a-1 に示す。この図は炭化水素系の臨界温度と臨界圧力を解析して、

炭化水素に適用すべき LJパラメータを定めることによって得られたものである[a0]。極め

て多数の炭化水素系について大局的に分子が多数の電子を含むと臨界温度が上昇するさま

を再現している。 
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Fig. a-1 Calculated boiling temperature values vs. the number of electrons in various hydrocarbons, 

including a comparison with experimental data [a2, a3] 
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第４章 定圧分子動力学法による 

レナードージョーンズ系の相図[0] 

 

4.1 序 

 我々は先の論文でレナードージョーンズ系(LJ)の相図を、通常の NPT（定圧定温）分子

動力学シミュレーション(MD)で調べた。そこでは通常のように周期的境界条件を仮定した。

また融解や蒸発を調べるための工夫として低密度の相を表わすために直方体の基本セルを

使用した。しかし低圧領域では相境界を精密にNPT-MDで決定するのは困難であった。 

 この理由から、ここでは直方体の基本セルを使用し周期的境界条件を仮定して NPH MD 

[3-5]を使用して LJ 系の昇華と蒸発を調べる。２相共存状態を相境界[1]付近で調べる。得

られた相図を状態式(EOS)による結果[6-11]と比較する。NPH MD も通常使用される MD

法の一つなので化学ポテンシャルを使用する工夫された方法[5]より非常に簡単である。 

 NPH MD 法の直感的理解法としては熱分析における加熱曲線に相当すると考えられる。

NPH MD法では一定の圧力のもとで凝縮相の初期温度を合理的な刻み範囲で上昇させて同

様の曲線を得る。初期温度 T0を変えても得られた温度 Tがほぼ一定なら、得られた分子配

置は２相共存状態と理解され、この状態 (T,p) は相境界と帰属される。 

 初期分子配置は圧力の大きさに応じて選ぶ。昇華圧曲線の計算には蒸気相の部分が非常

に長い基本セルを使用する。中間的な圧力では数密度は臨界状態における数密度より低く

設定する。高圧下での融解曲線を得るには固液共存状態を初期状態とする。 

 この論文では球形分子間の LJ関数 u(r) を仮定する。関数形を下に示す。 
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( ) 4u r
r r

 

    

     
     

  (4-1) 

ここで rは分子間距離であり、はポテンシャルの谷の深さを表わし、は u() = 0を満た

す。定数 はエネルギーの単位、は長さの単位として使用する。アルゴンについての値は

表 4-1に与えた。 

 

Table 4-1. Lennard–Jones parameters for argon [12]. 

( /k ) / K   / 10
-21

 J   / 10
-10 

m
( /

3
) /

MPa

( /
3
) /

atm

111.84 1.54 3.623 32.5 320  

 

4.2 昇華 

 非常に低い圧力の下では固気共存状態が期待される。このため図 4-1 のような初期状態
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を使用した。初期状態における中心部分は数密度N/V = -3の FCC構造である。ここでN

は基本セルに含まれる分子数であり、セルの体積を Vと書く。 

 

Fig. 4-1 The initial and an example of final configuration under a very low pressure. p = 

4.7 x10-4 3, the initial temperature T0 = 1.76 /k.  The condensed part of the middle 

is enlarged to the right figure. 

 

 本論文におけるMDシミュレーションの条件を表 4-2に示した。 

 

Table 4-2. The simulation conditions. N is the number of molecules in the unit cell and a 

and c are the dimensions of the unit cell; a rectangular, a  b  c. The cut off, the time 

increment dt and the total MD length are shown for the argon case. Hernandez method 

[13] is used at high temperature vaporization. 

# target
c/a

unit cell
cut off/Å

MD

length/ps

initial

configu-

ration

number

density

(N/V)

/
-3

, intial

1
sublimation

pressure
100 5441 20000

solid/

vacuum
0.010

2
metling &

vaporization
10 272 20000

solid/

vacuum
0.100

3 melting 2.09 500 1000

solid/

liquid 1.091

ensemble= NPH N= 1000
integration

method

Gear and

Hernandez

MD time

step

dt/fs=1  

 

 図 4-2に圧力 p = 4.7 x 10-4 3 のもとでの温度 T、ポテンシャルエネルギーの平均

値 Ep とエンタルピーH の時間経過の例を示した。図の中の矢印は遷移状態と固気共存状

態を分ける。 
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Fig. 4-2 Time-variation of temperature T, potential energy Ep and enthalpy H are shown 

under the pressure p = 4.7 x 10-4 3, the initial temperature T0 = 1.76 /k. 

 

 このようにして得られた温度を初期温度 T0の関数として図 4-3 に示した。固気および液

気共存状態の温度は厳密には一定になっていないがその変動の大きさは固体状態における

変化幅と比べて十分小さい。固相の状態では T0の関数として系統的に変化している。この

意味において、共存状態の平均の温度は計算できていると言える。この圧力では液体状態と

固液共存状態は得られなかった。気体状態は非常に高い初期温度 T0 > 4.4 /kで得られた。

気体状態の分子配置では多くのクラスターが観測された。これは初期温度がモノマーへ分

解するほど十分高温でなかったためと見られる。得られた気相の温度は気液共存状態と比

べて低い。なぜなら蒸発のエンタルピーの値[1]は非常に大きいからである。平均から得た

固気共存温度 TSG と液気共存温度 TLG は次の関係を満たす。 

 SG LGT T   (3-2) 

これらから次の結論を得る。相境界は TSG で決まる。液気共存状態に表れた液体は過冷却

状態と見られる。固相と気相のみが安定な相として存在する。 
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Fig.4-3 The temperatures T of each states vs the initial temperature T0 under the 

pressure p = 4.7x10-4 3. 



 

39 

 

4.3 融解と蒸発 

 中間的な圧力の下では融解と蒸発が予想される。そこで初期分子配置としては図 4-4 の

ようなものを採用した。最終構造の例も示した。初期温度 T0 = 3.2 /kで圧力は p = 0.00312 

3である。この最終配置は気液共存状態と帰属できる。 

 

 

Fig. 4-4 The initial configuration and an example of the final configuration under the 

pressure p = 0.00312 3. The central part of the middle figure is the enlarged to right 

one. The initial temperature is T0 = 3.2 /k. 

 

 図 4-5に初期温度と圧力が T0 = 3.2 /k, p = 0.00313 3のときの温度と体積の時間経過

を示した。得られた体積の値はアルゴンの臨界体積[1]より大きい。 
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Fig. 4-5 The temperature and the volume - time plot, T0 = 3.2 /k, p = 0.00313 3. 

 

 図４-６において固相・液相・気相の安定な３相が観測された。気相の温度が T0の増加と

ともに減少するのは非常に大きな蒸発エンタルピー[1]のせいである。 
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Fig. 4-6 The average temperature T – the initial temperature T0 plot, p = 0.00313 3. 

 

  次の図 4-7には気液臨界圧力の近傍における温度 Tの初期温度 T0による変化の様子を示

した。図 4-7 には液体から気体への遷移状態も示したが気液共存状態との境は明瞭ではな

い。 
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Fig. 4-7 The temperature T – the initial temperature T0 plot, p = 0.118 3. 

 

4-4 高圧下の融解 

 高圧下での固液共存状態を得るために図 4-8 に示したように固体と液体を組み合わせた

初期状態を使用した。 
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Fig. 4-8 The initial, intermediate and final configurations are shown. p = 7.11 3. T0 = 

2.62 /k. 

 

 温度の時間発展の例を図 4-9 に示した。この図では固液共存状態が矢印で示した時刻ま

で持続した。 
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Fig. 4-9 The temperature T – time plot, p = 7.11 3.  Time variation of volume V is also 

shown. The initial temperature T0 = 2.62 /k. 

 

圧力 p = 7.11 3での温度 Tと初期温度 T0の関係を図 4-10に示した。固相、液相および

固液共存状態だけが得られた。この状況は圧力が臨界圧力より高いと見られる[1]。 
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Fig. 4-10 The temperature T - initial temperature T0 plot, p= 7.11 3. 

 

4.5 相図と３重点 

 図 4-11に２相共存状態の結果をまとめて相図を得た。それを図 4-11に示す。結果を報告

されている状態式[6-11]による相境界と比較した。比較の結果は満足できるものである。３

重点近傍は拡大図を図 4-12に示した。 
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Fig. 4-11 Phase diagram of the Lennard-Jones system by NPH molecular dynamics 

simulations.  The phase transition points by the published equations of state [6-11] are 

also shown. 
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Fig. 4-12 Phase diagram around the triple point. 

 

  固液共存線は p-T 空間で非常に急な勾配を持つ。このため３重点の温度は表 4-3 のよう

に相対的に精度良く決定される。これに反して３重点における圧力は決定が容易ではない。 

推定された３重点における圧力は表 4-3に示した。得られた結果は以前の結果[2, 17]と比較

している。今回の結果は自由エネルギー計算の結果[16-18]と矛盾しない。実験値[1]とも比

較した。巨視的実験による臨界圧力は LJ系の値と比べ 10％高い。 

臨界温度 Tc はMDから次のように推定されている[19]。 

 
( ) 1.3207 / 147.71 K

(exp) 150.72 K

c

c

T MD k

T

 


  (3-3) 

この比較で臨界温度は表 4-１の LJ パラメータを使用するとアルゴンについての実験値と

十分近い値となることが分かる。LJ 系の Tc の計算値と同じ値をとるようにパラメータを

選ぶと[19,20]、３重点の温度については 6％の不一致となる。そこで 12-6 LJ ポテンシャ

ルは必ずしもアルゴンの低温での性質を再現しないことが分かる。 

 

Table 4-3. Comparison of calculated temperature (Ttr), pressure (ptr), liquid density (L) 

and solid density (S) values at the triple point with published data. 

Ttr/(/k) ptr/(/
3
) L/

-3
S/

-3

NPH MD 0.683 0.0012 0.845 0.960
NTP　MD  [2] 0.686 0.001 0.845 0.960
NEV　MD [2] 0.683 0.0006 0.847 0.961
Ladd & Woodcock [14] 0.67 -0.47 0.818 0.963
Hansen & Verlet [15] 0.68 0.850
Agrawal & Kofke [16] 0.687 0.0011 0.850 0.960
Barroso & Ferreira [17] 0.692 0.0012 0.847 0.962
Ahmed & Sadus [18] 0.661 0.0018 0.864 0.978
exp [1] 0.749 0.0021 1.030 1.147   
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 ３重点近傍の性質を明らかにするために数枚の図を示す。図 4-13に３重点における圧力

での初期および最終分子配置の例を示す。 

 

  

Fig. 4-13 The initial and the final configuration under the triple point pressure. T0 = 

1.78 /k. 

 

 図 4-14には３重点の圧力の下での温度の時間変化の例を示す。これら図から固気共存状

態と液体状態を確認できる。 
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Fig. 4-14 The temperature T and the V vs. t plot. p = 1.2x10-3 3, T0 = 1.78 /k. 

 

 図 4-15には、初期温度 T0を変化させたときの Tの変化を示した。 
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Fig. 4-15 The temperature T vs. the initial temperature T0 plot, p = 1.2x10-3 3. 

 

図の中で液体―気体遷移状態と示された領域では液相と気相の共存を確認できなかった。

これはセルの形が極端に細長くなったためである。 

 

 初期分子配置および分子配置の時間発展のアニメーションの例は参照文献[0]の付録に示

されている。 

 

4.6 結論 

 NPH MD 法によって LJ 系の相図を得る単純な方法が示された。ここで鍵になる技術は

圧力に応じて固体と液体あるいは固体と気体の組み合わせで直方体の基本セルを使用する

ことである。３重点の推定のためには固相部分と細長い真空部分からなる基本セルを使用

する。 

 

4.7  定積条件での融解エントロピー[a1] 

 最近の MD 法による相転移の研究結果として定積条件での融解エントロピーに簡単な規

則が発見された[a1]のでこれを簡潔に述べる。 

  LJ系では定積条件での融解エントロピーの値は密度によらずほぼ一定である。図 4-a1に

それを示した。稠密な構造の FCC と HCP 固体では粒子あたりの定積条件での融解エント

ロピーの値はほぼ 0.5 kである。ここで kはボルツマン定数である。 

 KCl のような塩や Au のような金属でも定積条件での融解エントロピーは密度によらず

その値は約 0.7 kである[a2,a3]。 

 こうした簡単な規則は融解の本質的理解の助けになると期待される。 
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Fig. 4-a1 The melting entropy per particle vS/N vs the number density N/V of the solid 

phase plot, for HCP, FCC and BCC structures. 
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