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概 要

　本論文では Synthetic CDOの価格について Vasicekによるポートフォリオのファクターモデル [3]を参考
に考察する. Synthetic CDOの価格付けで用いられる正規分布モデルを２変量 t分布モデルへと拡張する. 全
ての企業共通のリスク要因と個別企業ごとのリスク要因を含んだモデルを使用する. 正規分布モデルと２変量
t分布モデルを用いて Synthetic CDOのトランシェのスプレッドレート価格の比較を行う.



Abstract

We consider the price of Synthetic Collateralized Debt Obligation (CDO). The factor model for portfolio

of default is originated by Vasicek [3]. In this paper, we extend it to the CDO model where credit defaults

are assumed to be bivariate normal distributed to the model of t-distribution. We calculate prices of

each CDO tranche under the assumption of the distribution between a common risk factor and the risk

factors of each individual company. We compare the prices of tranches of Synthetic CDO in the normal

distribution case and bivariate t-distribution case.
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1 はじめに
米国サブプライムに端を発し, リーマンショックとよばれる世界的不況の元凶は金融工学にあり,
証券化のデリバティブの１種である CDO(Collateralized Debt Obligation)に原因があるとされて
きた. CDOの理論的失敗は Embrechts[1]によるとDavid Leeの正規コピュラモデルによる倒産リ
スクの相関を実際より低く評価した価格付けが主たる要因であるとされている. しかし, CDOの機
能は証券化にあり, リスクを評価し細分化することによって, 投資機会を増加させる. 近年の世界的
な低金利政策により CDOの一種である CLO(Collateralized Loan Obligation)などが再生してい
る. その仕組みは単純化すれば, ローンが破綻したときに補償を受けるための保険である. ローン
を集めてその破綻の確率が低いグループから高いグループに分類し, 対応する保険料を支払う. し
たがって, 破綻確率が高いものから高い保険料を支払う.
本研究は相関する企業の倒産リスクを組み込んだファクターモデルVasicek[3]とその CDOへの応
用 Eberlein[2]を参考に正規分布モデルから t分布モデルへの展開を行う. t分布は, 正規分布に比
べ密度関数の裾野が広いという特徴がある. 正規分布では両端の裾野が狭く, 実際の市場でのばら
つきと違いがある. そこでモデルを t分布に変え自由度を小さくすることで, 実際の市場のばらつき
に近づく. ファクターモデルでは, 全ての企業共通のリスク要因と個別のリスク要因を用いる. 求め
た t分布モデルと正規分布モデルで (1) モデルの比較, (2) CDOトランシェの期待損失の比較, (3)
CDOトランシェのスプレッドレートの比較の三種類についてシミュレーションを行い, 考察する.
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2 CDS

2.1 CDSの仕組み

図 1: CDSの基本構造

CDS(Credit Default Swap)とは, 定期的な金銭の支払いと引き換えに一定の国や企業のデフォ
ルト (倒産)による損失を補償する保険契約である. この保険 (プロテクション)の買い手は売り手
に対して, 企業のデフォルトが発生するか契約が満期になるまでプレミアム (保険料)を支払う. 売
り手は対象とする企業のデフォルトがおこった時に, 保険の買い手に対して損失を補償する. 補償
の方法については, 買い手から参照債務を元本額で購入する現物決済や参照債務の価値の下がった
部分を補う金額を買い手に支払う現金決済などがある.

2.2 CDSのレート
Lを満期 T の債務の額面価格, β(t) = e−r0tを割引関数, G(t)をデフォルト時刻の分布関数, g(t)
をG(t)の密度関数とする. 割引後の期待プレミアム PL(rCDS)は Eberlein[2]より以下のように表
される.

PL(rCDS) = rCDSL

∫ T

0

β(t)g(t)dt

+rCDSLβ(T )(1 − G(T ))

Rを回収率, r0 を無リスク金利とするとデフォルト時の補償は以下の式となる.

D = (1 − R)L
∫ T

0

g(t)β(t)dt

裁定取引がない条件から PL(rCDS) = Dとなるので CDSのレートは以下になる.

rCDS =
(1 − R)

∫ T

0
g(t)β(t)dt∫ T

0
g(t)β(t)dt + β(T )(1 − G(T ))

(1)
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3 CDO

3.1 CDOとは
CDOとは,社債やローンなどから構成される資産担保証券の一種である. 投資家にとってのCDO
のメリットは, リスク分散効果, 優先劣後構造, 信用補完があげられる. CDOを組成することで, 社
債投資, 融資といった従来のクレジット投資と同様に信用リスクへの投資であることと同時に, 多数
の債券プールを様々なリスク水準に切り分けて広い投資家層にリスクを再分配することができる.
多数のプールに優先劣後構造を持たせることにより, 各投資家に特有のリスク・リターン志向に合
わせた CDOが発行できる. この CDOにはよく取引されるものに, Cash CDO, Synthetic CDO,
Unfunded CDOの三種類があげられる. Cash CDOとは, 公社債や貸し付けなどの債券を参照し
て発行される CDO, Synthetic CDOとは, CDSを参照して発行される CDO, Unfunded CDOと
は, iTraxxや CDXを参照して発行される CDOである.

3.2 Synthetic CDOの仕組み

図 2: CDOの基本構造

CDOの組成者は債券のポートフォリオを取得し, それらを SPV(特別目的事業体)に移転させ, 債
券から得られる収入を各トランシェへ分配する. 各トランシェには, 最も信用度の低いロートラン
シェである equityから信用度が上がるにつれ, junior mezzanine, mezzanine, seniorとなり最も信
用度が高いハイトランシェの super seniorまで存在する. 信用度の高さに応じて, 各トランシェの
価格は決まる. ロートランシェ(equityなど)の買い手は, 受け取るプレミアムの金利が高いが, 参
照企業がデフォルトした場合にすぐに補償を行わなければならない. ハイトランシェ(seniorなど)
の買い手は, 受け取るプレミアムの金利が低いが, ある一定数がデフォルトするまでは補償を行わ
ない. 補償を行ったトランシェは契約が終了する. 債券からの収入は, ハイトランシェから支払わ
れる. つまりハイトランシェの方がリスクが低く, 安定した収益が見込める. トランシェとトラン
シェの間をアタッチメントポイントと呼ぶ.
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3.3 Synthetic CDO

Synthetic CDOとよばれる額面 Lで N 個の CDSからなるポートフォリオを対象とし, 第 iト
ランシェのスプレッドレートを riと定義する. 第 iトランシェのアタッチメントポイントの下限を
Ki−1, 上限をKi とする. また Zt を時刻 tまでにデフォルトしている CDSの数の相対量, Li

t を時
刻 tでの第 iトランシェの損失と定義し, 以下の式とする.

Li
t = min[(1 − R)Zt,Ki] − min[(1 − R)Zt,Ki−1]

上式を図で表すと以下の図 3になる. 時刻 tでは, 矢印の部分が第 iトランシェの損失を示している.

図 3: 第 iトランシェの損失

第 iトランシェのプレミアムは以下の式になる.

PLi(ri) =
n∑

k=1

(tk − tk−1)β(tk)riE
[
(Ki − Ki−1 − Li

tk
)NL

]
第 iトランシェのデフォルト時の補償は以下のようになる.

Di =
n∑

k=1

β(tk)E
[
(Li

tk
− Li

tk−1
)NL

]
裁定取引がない条件では PL(ri) = Diとなるので CDOの第 iトランシェのスプレッドレートは
以下のようになる.

ri =
Pn

k=1 β(tk)E
h

(Li
tk

−Li
tk−1

)
i

Pn
k=1(tk−tk−1)β(tk)riE[(Ki−Ki−1−Li

tk
)] (2)
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4 Vasicek Model

4.1 債券損失
等しい額の n債券からなるポートフォリオについて考える. 債券のデフォルト確率を pと置き,
借入会社の資産価値が任意の２社の間で係数 ρで相関していて, すべての債券には同じ期間 T があ
ると仮定する.
Li を第 i債券での損失として, 第 i債券がデフォルトするならば, Li = 1であるとし, それ以外は
Li = 0とする. Lをポートフォリオパーセントロスとすると

L =
1
n

n∑
i=1

Li

が成り立つ. ポートフォリオのデフォルトイベントが互いに独立しているならば, ポートフォリオ
サイズが増加して, ポートフォリオ損失分布は, 中心極限定理によって, 正規分布に収束すると考え
られる. なぜなら, デフォルトが独立していない場合, 中心極限定理の条件が満たされないからで
ある. そして Lは漸近的正規分布ではない. しかし, ポートフォリオの損失分布が制限する形に収
束することがわかる. 以下に Lが収束することを示していく.
下式の Xi は, 相関係数 ρの標準正規変数である. また Y , Zi ともに時間によってかわる変数で
ある. Y を経済指標, Y

√
ρを全ての企業に影響を与える共通のリスク要因（エクスポージャー）,

Zi

√
1 − ρを会社固有のリスク要因とすると Vasicek[3], Hull[4]より

Xi = Y
√

ρ + Zi

√
1 − ρ (3)

確率変数が 1のときに倒産する, 0のときに倒産しないと考える. Y で与えられる条件付き確率
の共通要因 Y についての期待値としてポートフォリオ損失の確率を評価する. これは, 経済のため
にいろいろなシナリオを仮定することと解釈されることができる.
ここで時刻 tでの企業のデフォルト確率を以下とする.

Qi(t) = 1 − e−λit

また, 以下のように di(t)を定義する.

di(t) := N−1(Qi(t))

デフォルト時刻を Ti とすると

Ti = inf{t > 0|Xi < di(t)}

企業の倒産確率は以下になる.

p = Qi(t) = P (Ti < t) = P [Xi < di(t)]

すると債券の損失の条件付き確率は

p(Y ) = P [Li = 1|Y ] = P [Xi < di(t)|Y ] = N

[
di(t) − Y

√
ρ

√
1 − ρ

]
(4)
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[式 (4):証明]

債券のデフォルトを企業価値Xiが基準価値 di(t)以下になると考える. するとその確率は, P [Xi <

di(t)]となる. これを用いると以下のように表すことできる.

p(Y ) = P [Li = 1|Y ]

= P [Xi < di(t)|Y ]

= P [Y
√

ρ + Zi

√
1 − ρ < di(t)|Y ]

= P

[
Zi <

di(t) − Y
√

ρ
√

1 − ρ

∣∣∣∣Y ]
= N

[
di(t) − Y

√
ρ

√
1 − ρ

]

[式 (4):証明終了]

次に, Y の条件のもとで Li は, 分散が有限で独立な同分布である. 大数の法則より Lは

L =
1
n

n∑
i=1

Li

= E[Li]

= 1 ∗ p(Y ) + 0 ∗ (1 − p(Y ))

= p(Y )

となり, Lの分布は

P [L ≤ x] = P [p(Y ) ≤ x]

= P [Y ≥ p−1(x)]

= N(−p−1(x))

となる. よって

P [L ≤ x] = P [p(Y ) ≤ x] = P [Y ≥ p−1(x)] = N(−p−1(x)) (5)

が成り立つ. そして, 十分に大きなポートフォリオの債券損失の累積分布関数は

P [L ≤ x] = N

[√
1 − ρN−1(x) − d(t)

√
ρ

]
(6)

[式 (6):証明]

P [L ≤ x] = P [p(Y ) ≤ x]
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より, p(Y )に式 (4)を代入すると

P [L ≤ x] = P

[
N

[
d(t) − Y

√
ρ

√
1 − ρ

]
≤ x

]

= P

[
d(t) − Y

√
ρ

√
1 − ρ

≤ N−1(x)
]

= P
[
Y
√

ρ ≥ d(t) −
√

1 − ρN−1(x)
]

= P

[
Y ≥ d(t) −

√
1 − ρN−1(x)
√

ρ

]

となり, Y は標準正規分布なので

P [L ≤ x] = N

[
−
[
d(t) −

√
1 − ρN−1(x)
√

ρ

]]

= N

[√
1 − ρN−1(x) − d(t)

√
ρ

]

[式 (6):証明終了]

式 (6)のポートフォリオ損失分布の収束は, 不均一な重みを持つポートフォリオを保持している.
ポートフォリオの重みを w1, w2, · · · , wn(

∑
wi = 1)とすると, ウェイトによるポートフォリオ損

失は

L =
n∑

i=1

wiLi

である. 条件 Y の下でポートフォリオ損失 Lは, 期待値 p(Y )に収束するための条件は以下を満た
すことである.

n∑
i=1

w2
i → 0

ウェイトが Li に与える影響が少なくなり, 分散は限りなく 0に近づく. そのことにより, 損失分
布 Lは期待値のみによって定まる. ポートフォリオが十分に細分化されてポートフォリオに多くの
ローンが組み込まれているとき, 損失分布は実際のポートフォリオ損失分布に対して良い近似結果
を示す.
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4.2 ポートフォリオ損失分布
ポートフォリオの損失分布は, 区間 0 ≤ x ≤ 1の連続分布である. 累積分布関数によって表すと

F (x; p, ρ) = N

[√
1 − ρN−1(x) − d(t)

√
ρ

]
(7)

となる. この損失分布はパラメーター 0 < p, ρ < 1で, ２つのパラメーター集合を作る.{
ρ → 0 L = pで密集した一点分布に収束
ρ → 1 それぞれ pと 1 − pの確率で 0 − 1分布に収束

p → 0または p → 1のとき, それぞれ分布は L=0または L=1に集中され, 左右対称である. Nが
標準正規分布なので

F (x; p, ρ) = 1 − F (1 − x, 1 − p, ρ)

と示すことができる. 損失分布の密度関数は

f(x; p, ρ) =
√

1 − ρ

ρ
exp

(
− 1

2ρ
(
√

1 − ρN−1(x) − d(t))2 +
1
2
(N−1(x))2

)
(8)

である.

[式 (8):証明]

N−1(x) = yとすると, x = N(y)と置くことが出来る.
F を xで微分すると

dF

dx
=

dF

dy
・dy

dx

式 (7)を変形すると

F (y; p, ρ) = N

[√
1 − ρy − d(t)

√
ρ

]
(9)

となる.
[√

1−ρy−d(t)√
ρ

]
= Aと置くと, 式 (9)は

F (y; p, ρ) = N

[√
1 − ρy − d(t)

√
ρ

]

=
∫ A

−∞

1√
2π

e−
1
2 t2dt

である. また, F を xで微分すると

dF

dx
=

1√
2π

e−
1
2 A2 dA

dy
・dy

dx
(10)

となり, Aを yで微分すると

dA

dy
=

√
1 − ρ
√

ρ
(11)
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となるので, 式 (10)に式 (11)を代入すると

dF

dx
=

1√
2π
・
√

1 − ρ

ρ
・e

− 1
2 (

√
1−ρy−d(t)√

ρ )2・dy

dx

N(y) =
∫ y

−∞
1√
2π

e−
1
2 t2dt, dx

dy = 1√
2π

e−
1
2 y2 より、損失分布の密度関数は

f(x; p, ρ) =
1√
2π
・
√

1 − ρ

ρ
exp

[
−1

2
(
√

1 − ρy − d(t)
√

ρ
)2
]
・
(

1√
2π

e−
1
2 y2
)−1

=
√

1 − ρ

ρ
exp

[
−1

2
(
√

1 − ρN−1(x) − d(t)
√

ρ
)2
]
・e

1
2 y2

=
√

1 − ρ

ρ
exp

[
− 1

2ρ
(
√

1 − ρN−1(x) − d(t))2 +
1
2
(N−1(x))2

]
[式 (8):証明終了]

4.3 損失分布の特性
相関係数 ρの値によって損失分布のグラフは形状が変わる. ρ < 1

2 のとき下式 (図 4)は単峰性が
あり, ρ = 1

2 のとき単調減少 (図 5), ρ > 1
2 のとき U型 (図 6)であることを示していく.

Lmode = N

(√
1 − ρ

1 − 2ρ
d(t)

)
(12)

[式 (12):証明]

f(x;p,ρ)
dy
・dy

dx
より

[f(x; p, ρ)]′ =
√

1 − ρ

ρ
・exp

(
− 1

2ρ
(
√

1 − ρy − d(t))2 +
1
2
y2

)

− 2
2ρ

√
1 − ρ(

√
1 − ρy − d(t)) + y = 0

−
√

1 − ρ

ρ
(
√

1 − ρy − d(t)) + y = 0

−1 − ρ

ρ
y +

√
1 − ρ

ρ
d(t) + y = 0

y

(
−1 + ρ + ρ

ρ

)
= −

√
1 − ρ

ρ
d(t)

y =
−
√

1 − ρ

ρ
d(t)・

(
ρ

2ρ − 1

)
x = N

(√
1 − ρ

1 − 2ρ
d(t)

)
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以上より

Lmode = N

(√
1 − ρ

1 − 2ρ
d(t)

)

[式 (12):証明終了]

図 4: p = 0.02, ρ = 0.1のときのグラフ 図 5: p = 0.02, ρ = 0.5のときのグラフ

図 6: p = 0.02, ρ = 0.99のときのグラフ

次に分散を求める. EL = pと定義すると, EL = p = E[p(Y )]である. ゆえに

s2 = V arL = N2(d(t), d(t), ρ) − p2

N2 は二変量の標準正規分布である. Lの α番目の値 Lα は, 損失分布の逆関数によって導きだし,
以下のように示すことができる.

Lα = F (α; 1 − p, 1 − ρ) (13)

(これらの s2, Lα の式ついては付録により証明)
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5 t分布への展開
5.1 ２変量 t分布モデル

t分布は, 正規分布に比べ密度関数の裾野が広いという特徴がある. 正規分布では両端の裾野が
狭く, 実際の市場でのばらつきと違いがある. そこでモデルを t分布に変え自由度を小さくするこ
とで, 実際の市場のばらつきに近づくと考えた. そこで, ここまで正規分布で考えてきたものを t分

布に拡張する. Y , Ziを互いに独立な標準正規分布, Xiを分散共分散がR =

(
ρ 0
0 1 − ρ

)
の２変量

正規分布, f をカイ二乗分布の自由度, V をカイ二乗分布の値とする. 以下の変量は２変量 t分布と
なる.

Xi√
V
f

=
Y
√

ρ√
V
f

+
Zi

√
1 − ρ√
V
f

(14)

[式 (14):証明]

Y , Zi を標準正規分布とする. そして, 以下のようにXi を定義する.

Xi = Y
√

ρ + Zi

√
1 − ρ

この式をベクトルに変形すると

Xi =
(√

ρ
√

1 − ρ
)(Y

Zi

)

次にこのXi とXi の転置をかけ, 期待値をとる.

E
[
XXT

]
= E

[(√
ρ

√
1 − ρ

)(Y

Zi

)(
Y Zi

)( √
ρ

√
1 − ρ

)]

= E

[(√
ρ

√
1 − ρ

)( Y 2 Y Zi

Y Zi Z2
i

)( √
ρ

√
1 − ρ

)]

=
(√

ρ
√

1 − ρ
)

E

[(
Y 2 Y Zi

Y Zi Z2
i

)]( √
ρ

√
1 − ρ

)

=
(√

ρ
√

1 − ρ
)(1 0

0 1

)( √
ρ

√
1 − ρ

)

=

(
ρ 0
0 1 − ρ

)

よって, Xi が 2変量正規分布であることがわかる. ここで Xi = Y
√

ρ + Zi

√
1 − ρの両辺を

√
V
f

で割ると

Xi√
V
f

=
Y
√

ρ√
V
f

+
Zi

√
1 − ρ√
V
f
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このとき Y
√

ρ
q

V
f

、Zi
√

1−ρ
q

V
f

は t分布, Xi
q

V
f

は 2変量 t分布となる.

[式 (14):証明終了]

また Xi
q

V
f

の密度関数は以下のようになる.

f(x1, x2) =
Γ ( f+2

2 )

πf Γ ( f
2 )|R| 12

(
1 +

xT R−1x

f

)− f+2
2

(15)

[式 (15):証明]

2変量 t分布の導出を行う.

Z =
X√

Y
f

X はN(x1, x2, R)とし, Y は自由度 f のカイ二乗分布とする.

P [Z < z] = P

 X√
Y
f

< z


=

∫ ∞

0

P

 X√
y
f

< z

∣∣∣∣Y = y

 g(y)dy

=
∫ ∞

0

P

[
X <

√
y

f
z

]
g(y)dy

=
∫ ∞

0

∫ √
y
f z1

−∞

∫ √
y
f z2

−∞

e−
xT R−1x

2

2π|R| 12
dx1dx2

1

2
f
2Γ ( f

2 )
y

f
2 −1e−

y
2 dy

ここで x1, x2 で微分を行う.

f(x1, x2) =
∫ ∞

0

1
2π|R| 12

e−
yxT R−1x

2f
1

2
f
2Γ ( f

2 )
y

f
2 −1e−

y
2

y

f
dy

=
1

2
f
2 +1πf |R| 12Γ ( f

2 )

∫ ∞

0

y
f
2 e−

(1+ xT R−1x
f

)y

2 dy

次に u =
(1+ xT R−1x

f )y

2 とおく.

y =
2u

1 + xT R−1x
f

、du =
1 + xT R−1x

f

2
dy

f(x1, x2) =
1

2
f
2 +1πf |R| 12Γ ( f

2 )

∫ ∞

0

(
2u

1 + xT R−1x
f

) f
2

e−u 2
1 + xT R−1x

f

du

=
1

πf Γ ( f
2 )|R| 12

(
1 +

xT R−1x

f

)− f+2
2
∫ ∞

0

u
f+2
2 −1e−udu

=
Γ ( f+2

2 )

πf Γ ( f
2 )|R| 12

(
1 +

xT R−1x

f

)− f+2
2
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[式 (15):証明終了]

5.2 債券損失の条件付き期待値
t分布の債券損失の条件付き期待値は, 正規分布の債券損失の条件付き期待値と同様に求めると

P

Ti < t

∣∣∣∣ Y√
V
f

 = P

 Xi√
V
f

< di(t)
∣∣∣∣ Y√

V
f


= P

Y
√

ρ√
V
f

+
Zi

√
1 − ρ√
V
f

< di(t)
∣∣∣∣ Y√

V
f


= P

Zi

√
1 − ρ√
V
f

< di(t) −
Y
√

ρ√
V
f

∣∣∣∣ Y√
V
f



= P

 Zi√
V
f

<

di(t) −
Y
√

ρ
q

V
f√

1 − ρ

∣∣∣∣ Y√
V
f



= H

F−1(p) − Y
√

ρ
q

V
f√

1 − ρ

 (16)

このとき, H は１変量 t分布, F は２変量 t分布を表している.

5.3 ポートフォリオ損失の累積分布関数
Everleinの定理 Everlein[2]によると正規分布と同様にポートフォリオ損失の累積分布関数は以
下のように表すことができる. (Everleinの定理については付録により証明)

FZt(x) = H

[√
1 − ρH−1(x) − F−1(p)

√
ρ

]
(17)

ここで求めた FZt(x)の値を用いることで, CDOのスプレッドレートを以下のように表すことが
できる.

E[Li
t] =

∫ min[ Ki
1−R ,1]

min
h

Ki−1
1−R ,1

i

(1 − R)
(

x − Ki−1

1 − R

)
dFZt(x) (18)

また, 確率点 αでの値 Lα は, 損失分布の逆関数として次のように表す.

Lα = H

[√
ρH−1(α) − F−1(1 − p)

√
1 − ρ

]
(19)
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6 シミュレーション
ここまで導出したモデルを用いて, ２変量 t分布と Vasicekの正規分布の比較を行い, CDOのス
プレッドレートを求める. そこで, モデルの比較, トランシェの期待損失の比較, トランシェのスプ
レッドレートの比較の三種類についてシミュレーションを行う. モデルの比較では, Lα の値を２
変量 t分布とバシチェックの正規分布モデルとで発生させ, ばらつきの大きさを比較する. トラン
シェの期待損失の比較では, トランシェの期待損失のグラフを作り傾きやふくらみを比較する. ト
ランシェのスプレッドレートの比較では, ２変量 t分布と Vasicekの正規分布でのスプレットレー
トを自由度, 相関を変化させ比較する.
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6.1 モデルの比較
次の図は, 式 (13)と式 (19)の Lαの値を 104個発生させたものである. 横軸が発生させた個数で,
縦軸が Lαの値を示している. 相関を 0.1, 倒産確率を 1 − e−λitとし, λを 0.01, tを 5としている.

図 7: Vasicekの正規分布モデル ρ = 0.1 図 8: ２変量 t分布モデル d = 4, ρ = 0.1

図 9: ２変量 t分布モデル d = 5, ρ = 0.1 図 10: ２変量 t分布モデル d = 10, ρ = 0.1

図 7, 図 8を比べると自由度 4の２変量 t分布では, 正規分布に比べ大きい値が発生し, 上側にば
らつきが大きいことがわかる. ２変量 t分布のばらつきの大きさが正規分布のばらつきに比べ, 実
際の市場に近いと考えられる. 次に図 8, 図 9, 図 10を比べる. それぞれ自由度が 4, 5, 10, の２変
量 t分布の図である. それぞれを比べると自由度の小さいものが自由度の大きいものよりばらつき
が大きいことがわかる. 自由度 10と正規分布ではあまり大きな違いは見られない.
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下の図は, 相関を 0.5, 倒産確率を 1 − e−λt とし, λを 0.01, tを 5として Lα を発生させた.

図 11: Vasicekの正規分布モデル ρ = 0.5 図 12: ２変量 t分布モデル d = 4, ρ = 0.5

図 13: ２変量 t分布モデル d = 5, ρ = 0.5 図 14: ２変量 t分布モデル d = 10, ρ = 0.5

図 11と図 12を比べると相関が 0.1の場合と同じく, 上側へのばらつきは２変量 t分布の方が大
きいことがわかる. しかし, Lαの値が 0.0から 0.4までの部分では, Vasicekの正規分布の方が発生
している値が集中している. 次に図 12, 図 13, 図 14を比べると相関が 0.1の場合と同じく, 自由度
が小さいものの方が上側にばらつきがあることがわかる. しかし, 0.0から 0.2までの下側ではあま
り大きな違いは見られない.
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下の図は, 相関を 0.9, 倒産確率を 1 − e−λit とし, λを 0.01, tを 5として Lα を発生させた.

図 15: Vasicekの正規分布モデル ρ = 0.9 図 16: ２変量 t分布モデル d = 4, ρ = 0.9

図 17: ２変量 t分布モデル d = 5, ρ = 0.9 図 18: ２変量 t分布モデル d = 10, ρ = 0.9

図 15と図 16を比べるとVasicekの正規分布の方が自由度 4の２変量 t分布よりもばらつきが大
きいことがわかる. Lαの値が 0.0近辺, 1.0近辺ではばらつきとして大きな違いは見られないが, そ
の間の部分では明らかに Vasicekの正規分布の方がばらつきが大きい. 図 16, 図 17, 図 18では, 自
由度が小さいものに比べ自由度が大きいものの方がばらつきが大きくなっている.

以上より, 相関が 0.1のように低い場合には正規分布に比べ２変量 t分布の方がばらつきが大き
くなる. 相関が 0.9のように大きい場合には正規分布の方が２変量 t分布よりもばらつきが大きく
なっていることがわかる. しかし, 相関が大きい場合には 0.0近辺に値が集中してしまい, Lα の確
率点が 0から 0.8までの部分ではほとんどふくらみがないことがわかる. つまり相関が高い場合に
はスプレッドレートなどがうまくはかれない可能性がある.
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6.2 トランシェの期待損失の比較
次にトランシェの期待損失について比較を行う. ここでのトランシェの期待損失は式 (13)と式

(19)の Lα の値と以下の式 (18)を用いる.

E[Li
t] =

∫ min[ Ki
1−R ,1]

min
h

Ki−1
1−R ,1

i

(1 − R)
(

x − Ki−1

1 − R

)
dFZt(x)

次の図は相関を 0.1, 回収率を 0.5, 時刻を 1から 5として Lα の値を発生させたものである. また,
x軸上に y軸と平行な直線を引いた. これは, 各トランシェのアタッチメントポイントの場所を示
しており, 左から equity, junior mezzanine, mezzanineの順になっており, 0.075, 0.13, 0.175の点
である.アタッチメントポイント間で傾きが大きければ, その間ではデフォルトする可能性が高い
ことを示している. 図の右上の数値は時刻を表しており, 一番下の曲線が時刻 1, 一番上の曲線が時
刻 5を示している.

図 19: Vasicekの正規分布モデルの期待損失 図 20: ２変量 t分布モデルの期待損失 d = 4

図 21: ２変量 t分布モデルの期待損失 d = 5 図 22: ２変量 t分布モデルの期待損失 d = 10

まず図 19と図 20を比較する. 図 19は Vasicekの正規分布でのトランシェの期待損失, 図 20は
自由度が 4の２変量 t分布でのトランシェの期待損失を表している. アタッチメントポイントが 0
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から 0.075の部分では自由度 4の２変量 t分布の方が Vasicekの正規分布に比べ膨らんでいること
がわかる. これは, アタッチメントポイントが 0から 0.075の間では自由度 4の２変量 t分布の方
がデフォルトする可能性が高いことを示している. つまり, この区間では２変量 t分布は正規分布
よりもリスクを評価しているということである. 0.075以降の部分ではあまり大きな違いは見られ
ないが, Vasicekの正規分布の方が若干傾きが大きくなっている. 次に図 20, 図 21, 図 22を比較す
る. 自由度が小さいものは自由度の大きいものに比べ, アタッチメントポイントが 0から 0.075の
部分で膨らんでいることがわかる. 0.075以降の部分では大きな違いは見られなかった.

6.3 トランシェのスプレッドレートの比較
次にトランシェのスプレッドレートを求める. ここでのスプレッドレートは以下の式 (2)を用
いる.

ri =
Pn

k=1 β(tk)E
h

(Li
tk

−Li
tk−1

)
i

Pn
k=1(tk−tk−1)β(tk)riE[(Ki−Ki−1−Li

tk
)]

下の表は, 回収率を 0.5, 安全利子率を 0.001としている. ここでは, ２変量 t分布の自由度の値
を変化させ, スプレッドレートの値がどのようにかわるのかを見ている.

表 1: トランシェのスプレッドレート 自由度の比較

equity junior mezzanine mezzanine senior super senior

ρ = 0.1 アタッチメントポイント 0～0.0375 0.0375～0.065 0.065～0.0875 0.0875～0.125 0.125～1 合計値
期待損失 正規分布 0.112865 0.010817 0.001799 0.000463 0.000002 0.125945

２変量 t分布 自由度 4 0.140252 0.004256 0.000710 0.000408 0.000086 0.145721

２変量 t分布 自由度 5 0.137481 0.005507 0.000882 0.000401 0.000053 0.144324

２変量 t分布 自由度 10 0.122633 0.006553 0.000901 0.000474 0.000010 0.130571

表 1を見ると, equityでは２変量 t分布の方が高くなっていることがわかる. これは equityでは,
２変量 t分布の方が安全であることを示している. また, super seniorでも２変量 t分布の方が高い
値になっている. junior mezzanine, mezzanine, seniorの三カ所は正規分布の方が値が大きくなっ
た. また, 合計値では最初の equityが大きかった分２変量 t分布の方が大きくなっている. さらに
自由度について比較すると, 自由度が小さいものの方が equityと super seniorではリスクを評価し
ており, junior mezzanine, mezzanine, seniorの三カ所では自由度の大きいものの方がリスクを評
価している.
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続いて表３, 表 4, 表 5では, 相関を変化させスプレッドレートの値がどのように変化するのかを
見ている.

表 2: トランシェのスプレッドレート 相関の比較 ρ = 0.1

equity junior mezzanine mezzanine senior super senior

ρ = 0.1 アタッチメントポイント 0～0.0375 0.0375～0.065 0.065～0.0875 0.0875～0.125 0.125～1 合計値
正規分布 0.112865 0.010817 0.001799 0.000463 0.000002 0.125945

２変量 t分布 自由度 4 0.140252 0.004256 0.000710 0.000408 0.000086 0.145721

表 3: トランシェのスプレッドレート 相関の比較 ρ = 0.5

equity junior mezzanine mezzanine senior super senior

ρ = 0.5 アタッチメントポイント 0～0.0375 0.0375～0.065 0.065～0.0875 0.0875～0.125 0.125～1 合計値
正規分布 0.033261 0.006425 0.002634 0.002945 0.000818 0.046083

２変量 t分布 自由度 4 0.037962 0.002183 0.000660 0.000670 0.000722 0.042197

表 4: トランシェのスプレッドレート 相関の比較 ρ = 0.9

equity junior mezzanine mezzanine senior super senior

ρ = 0.9 アタッチメントポイント 0～0.0375 0.0375～0.065 0.065～0.0875 0.0875～0.125 0.125～1 合計値
正規分布 0.006349 0.001471 0.000736 0.001363 0.002855 0.012774

２変量 t分布 自由度 4 0.005857 0.000738 0.000310 0.000252 0.001766 0.008923

表 2, 表 3, 表 4を見ると相関が低い場合には, ２変量 t分布の方がリスクを高く評価しているが,
相関が大きくなると正規分布の方がリスクを高く評価していることがわかる. これは図 7から図 18
において相関が大きいときには, 正規分布の方が２変量 t分布よりもばらつきが大きいことからわ
かる. つまり相関が低い場合には, 正規分布ではリスクを低く設定してしまうため２変量 t分布を
用いる方が良いと考えられる. また相関が大きい場合には, ２変量 t分布の方がリスクを低く評価
してしまうため, 正規分布を用いる方が良いと考えられる.
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7 結果
以上より次のことがわかる. 第一に, 相関が低い場合には２変量 t分布の方がリスクを高く評価
していることである. これは相関が 0.1のときのそれぞれのスプレッドレートの合計値を比べると
２変量 t分布の方が高くなっていることからわかる. 第二に, 正規分布モデルでは相関が低い場合
に equityと super seniorの価格を低くしすぎていることである. この二つの価格を低く設定した
ことが正規分布モデルでの CDOの理論的失敗であると考えられる. 以上より, 相関が低い場合に
は２変量 t分布を用いることで, リスクの評価を良くすることができると考えられる.
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8 付録
8.1 導出
8.1.1 s2

[証明]

L = p(Y ) = N

(
N−1(p) − Y

√
ρ

√
1 − ρ

)
N(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

e−
u2
2 du , Y～N(0, 1)

s2 = V [L] = E[L2] − E[L]2より, E[L2]を求める.

E[L2] = E[p(Y )2]

=
∫ ∞

−∞
p(y)2

1√
2π

e−
y2

2 dy

=
∫ ∞

−∞
N

(
N−1(p) − y

√
ρ

√
1 − ρ

)2
1√
2π

e−
y2

2 dy

=
∫ ∞

−∞

∫ N−1(p)−y
√

ρ√
1−ρ

−∞

1√
2π

e−
u2
2 du

∫ N−1(p)−y
√

ρ√
1−ρ

−∞

1√
2π

e−
v2
2 dv

 1√
2π

e−
y2

2 dy

=
1

(2π)
3
2

∫ ∞

−∞

∫ N−1(p)−y
√

ρ√
1−ρ

−∞

∫ N−1(p)−y
√

ρ√
1−ρ

−∞
e−

u2+v2+y2

2 dudvdy (20)

u =
u1 − y

√
ρ

√
1 − ρ

より, u1が求められる.

{
u1 = u

√
1 − ρ + y

√
ρ

du1
du =

√
1 − ρ

uが−∞ →
N−1(p) − y

√
ρ

√
1 − ρ

のとき, u1は−∞ → N−1(p)となる.

同様に, v =
v1 − y

√
ρ

√
1 − ρ

より, v1が求められる.

{
v1 = u

√
1 − ρ + y

√
ρ

dv1
dv =

√
1 − ρ

vが−∞ →
N−1(p) − y

√
ρ

√
1 − ρ

のとき, v1は−∞ → N−1(p)となる.
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(20) =
1

(2π)
3
2

∫ ∞

−∞

∫ N−1(p)

−∞

∫ N−1(p)

−∞
e−

(
u1−y

√
ρ√

1−ρ
)2+(

v1−y
√

ρ√
1−ρ

)2+y2

2
du1√
1 − ρ

・ dv1√
1 − ρ

・dy

(21)

−
(u1−y

√
ρ√

1−ρ
)2 + ( v1−y

√
ρ√

1−ρ
)2 + y2

2
= (�)を計算していく.

(�) = −
u2

1 − 2
√

ρyu1 + ρy2 + v2
1 − 2

√
ρyv1 + ρy2 + (1 − ρ)y2

2(1 − ρ)

= −
(1 + ρ)y2 − 2

√
ρ(u1 + v1)y + u2

1 + v2
1

2(1 − ρ)

= − 1 + ρ

2(1 − ρ)

(
y2 − 2

√
ρ(u1 + v1)

1 + ρ
y

)
− u2

1 + v2
1

2(1 − ρ)

= − 1 + ρ

2(1 − ρ)

((
y −

√
ρ(u1 + v1)

1 + ρ

)2

− ρ(u1 + v1)2

(1 + ρ)2

)
− u2

1 + v2
1

2(1 − ρ)

= −
(y −

√
ρ(u1+v1)

1+ρ )2

2 1−ρ
1+ρ

+
ρ(u2

1 + 2u1v1 + v2
1)

2(1 − ρ2)
− (1 + ρ)(u2

1 + v2
1)

2(1 − ρ2)

= −
(y −

√
ρ(u1+v1)

1+ρ )2

2 1−ρ
1+ρ

− u2
1 − 2ρu1v1 + v2

1

2(1 − ρ2)

(�)が求められたので, これを式 (20)に当てはめる.

(21) =
1

(1 − ρ)(2π)
3
2

∫ ∞

−∞

∫ N−1(p)

−∞

∫ N−1(p)

−∞
e
−

(y−
√

ρ(u1+v1)
1+ρ

)2

2 1−ρ
1+ρ ・e

−u2
1−2ρu1v1+v2

1
2(1−ρ2) du1dv1dy

(22)

1
(1 − ρ)(2π)

3
2

= (?)　を計算する.

(?) =
1√

2π 1−ρ
1+ρ

√
1 + ρ

√
1 − ρ・2π

=
1√

2π 1−ρ
1+ρ・2π

√
1 − ρ2

よって式 (21)は次のように計算できる.

(22) = 1

2π
√

1−ρ2

∫ N−1(p)

−∞
∫ N−1(p)

−∞
∫∞
−∞

1
q

2π 1−ρ
1+ρ

e
−

(y−
√

ρ(u1+v1)
1+ρ

)2

2 1−ρ
1+ρ dy・e

−u2
1−2ρu1v1+v2

1
2(1−ρ2) du1dv1

1√
2π 1−ρ

1+ρ

e
−

(y−
√

ρ(u1+v1)
1+ρ

)2

2 1−ρ
1+ρ は密度関数なので

∫ ∞

−∞

1√
2π 1−ρ

1+ρ

e
−

(y−
√

ρ(u1+v1)
1+ρ

)2

2 1−ρ
1+ρ dy = 1となる.
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よって,

(22)の続き =
∫ N−1(p)

−∞

∫ N−1(p)

−∞

1

2π
√

1 − ρ2
・e

−u2
1−2ρu1v1+v2

1
2(1−ρ2) du1dv1

= N(N−1(p), N−1(p), ρ)

以上より, s2 = N(N−1(p), N−1(p), ρ) − p2 が証明された.
[証明終了]

8.1.2 Lα

[証明]

N

(√
1 − ρN−1(x) − N−1(p)

√
ρ

)
= α

√
1 − ρN−1(x) − N−1(p)

√
ρ

= N−1(α)√
1 − ρN−1(x) =

√
ρN−1(α) + N−1(p)

N−1(x) =
√

ρN−1(α) + N−1(p)
√

1 − ρ

x = N

(√
ρN−1(α) + N−1(p)

√
1 − ρ

)
= N

(√
ρN−1(α) − N−1(1 − p)

√
1 − ρ

)
[証明終了]
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8.1.3 Everleinの定理 (Everlein[2])

まず時刻 tでの倒産確率を以下のように表す.

pk = P

XkT√
V
f

< dk(t)


=

(
n

k

)
P

X1T√
V
f

< d1(t),…,
XkT√

V
f

< dk(t),
Xk+1T√

V
f

≥ dk+1(t),…,
XnT√

V
f

≥ dn(t)


=

(
n

k

)∫ ∞

−∞
P

[
X1T√

V
f

< d1(t),…,
XkT√

V
f

< dk(t),
Xk+1T√

V
f

≥ dk+1(t),

…,
XnT√

V
f

≥ dn(t)
∣∣∣∣Y = u

]
dP [Y < u]

=

(
n

k

)∫ ∞

−∞
P

[
Y
√

ρ√
V
f

+
Z1T

√
1 − ρ√
V
f

< d1(t),…,
Y
√

ρ√
V
f

+
ZkT

√
1 − ρ√
V
f

< dk(t),

Y
√

ρ√
V
f

+
Zk+1T

√
1 − ρ√

V
f

≥ dk+1(t),…,
Y
√

ρ√
V
f

+
ZnT

√
1 − ρ√
V
f

≥ dn(t)
∣∣∣∣Y = u

]
dP [Y < u]

=

(
n

k

)∫ ∞

−∞

H

F−1(p) − u
√

ρ
q

V
f√

1 − ρ




k 1 − H

F−1(p) − u
√

ρ
q

V
f√

1 − ρ




n−k

dH(u)

n社のうち Zt 社がデフォルトしたとすると以下のように表すことができる.

FZt(x) =
nx∑

k=0

(
n

k

)∫ ∞

−∞

H

F−1(p) − u
√

ρ
q

V
f√

1 − ρ




k 1 − H

F−1(p) − u
√

ρ
q

V
f√

1 − ρ




n−k

dH(u)

=
nx∑

k=0

(
n

k

)∫ 1

0

sk(1 − s)kdGpt(s) (23)

P (Li = 1) = sとする.

nx∑
k=0

(
n

k

)
sk(1 − s)k = P

(
nx∑

k=0

Li ≤ nx

)

= P

(
1
n

nx∑
k=0

Li ≤ x

)

これを n → ∞とすると以下のように表すことができる.

lim
n→∞

P

(
1
n

nx∑
k=0

Li ≤ x

)
= 1[0,x](s)

26



この式を (23)式に代入することで以下のようになる.

FZt(x)
n→∞≈

∫ 1

0

1[0,x](s)dGpt(s)

= Gpt(x)

= P

 Y√
V
f

≥ F−1(p) −
√

1 − ρH−1(x)
√

ρ


= H

[
−F−1(p) −

√
1 − ρH−1(x)
√

ρ

]
= H

[√
1 − ρH−1(x) − F−1(p)

√
ρ

]
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8.2 公式 ·定理
8.2.1 伊藤の公式

Xt を
dXt = b(t.Xt)dt + σ(t,Xt)dBt

で定義される過程を伊藤過程と呼ぶ.
時間 tと伊藤過程Xt の関数

Yt = g(t, Xt)

は再び伊藤過程であり
dYt =

∂g

∂t
dt +

∂g

∂x
dXt +

1
2

∂2g

∂x2
(dXt)2

を満たす. ここで (dXt)2 は次の計算で求められる.

dt · dt = dt · dBt = dBt · dt = 0, dBt · dBt = dt

8.2.2 大数の法則

X1, X2, · · · , Xnが互いに独立で同一の分布に従うとする. この分布は平均 µを持つとする. この
とき, ほとんどすべての標本 ωに対し

Sn(ω)
n

→ µ (n → ∞)

が成り立つ. これを詳しく表すと

P

[
ω : lim

n→∞
|Sn(ω)

n
→ µ| = 0

]
= 1

となる.

8.2.3 中心極限定理

X1, X2, · · · , Xnが互いに独立で同一の分布に従うとする. この分布の平均, 分散は存在しそれぞ
れ µ, σ2 とする. このとき, 標本平均

X̄ =
Sn

n
=

X1 + X2 + · · · + Xn

n

を標準化した量を
Zn =

√
n(X̄ − µ)

σ

とおくと, nが大きいときこの Zn の分布はN(0, 12)の正規分布で近似できる.
つまり, 任意の xに対して

P [Zn ≤ x] →
∫ x

−∞

1√
2π

e−
u2
2 du (n → ∞)

となる.
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8.3 プログラム
２変量 t分布のトランシェのスプレッドレート

tt = function(n,rho,d,R,ki,ki1,lam,tk,r){

# n:発生させる個数
# rho:相関係数
# d:自由度
# R:回収率
# ki:アタッチメントポイントの上限
# ki1:アタッチメントポイントの下限
# kt:時刻
# lam:デフォルト強度
# r:安全利子率

set.seed(7)

x=sqrt(d/rchisq(n,d))*rmvnorm(n,rho=rho)

tt1=sort(x%*%c(rho^0.5,(1-rho)^0.5))

p=(1:n)/n

qi=1-exp(-lam*tk)

set.seed(7)

pl2=pt((sqrt(rho)*qt(runif(10000),d)-tt1[n-qi*n])/sqrt(1-rho),d)

pl4=pl2-ki1/(1-R)

pl3=((ki1/(1-R)<pl2) & (pl2<ki/(1-R)))

EL0=(1-R)*mean(pl3*pl4)

print(EL0)

}

tt(n=100000,rho=0.1,d=5,R=0.5,ki=0.0375,ki1=0,lam=0.01,r=0.001,tk=5)

正規分布のトランシェのスプレッドレート

pl1 = function(rho,R,ki,ki1,lam,tk){

# rho:相関係数
# d:自由度
# R:回収率
# ki:アタッチメントポイントの上限
# ki1:アタッチメントポイントの下限
# kt:時刻
# lam:デフォルト強度
# r:安全利子率

qi=1-exp(-lam*tk)

set.seed(7)

Lalpha1=pnorm((sqrt(rho)*qnorm(runif(10000),0,1)-qnorm(1-qi,0,1))/sqrt(1-rho),0,1)

y=Lalpha1-ki1/(1-R)
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pl4=((ki1/(1-R)<Lalpha1) & (Lalpha1<ki/(1-R)))

EL1=(1-R)*mean(pl4*y)

print(EL1)

}

pl1(rho=0.1,R=0.5,ki=0.0375,ki1=0,lam=0.01,tk=5)
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