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This paper presents the approximation of a complete elliptic integral of the first kind. The approximation is 

compared with an exact elliptic integral. This is used for a coplanar waveguide design. The characteristic 

impedance of the coplanar waveguide is realized baced on the approximation for the elliptic integral.  
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１．まえがき 

 平面アンテナの開発が進められている[1][2]．平面アン

テナでは伝送線路と放射素子が同一平面上に構成される

ことが望ましい．伝送線路の一つにコプレーナ導波路が

ある． 

 本稿ではコプレーナ導波路について，第一種完全楕円

積分の近似式の妥当性を確認し，平面アンテナに適応し

た場合の結果を示す． 

 

２．コプレーナ導波路 

 基本的なコプレーナ導波路の構造を図 1に示す．コプ

レーナ導波路は中心導体，スロット及びグランド板から

構成される．以下にコプレーナ導波路の特性インピーダ

ンス Z0を要約する[3]． 
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図 1 構造図 

 

 特性インピーダンスは中心導体幅 s，スロット幅 w，

誘電体の厚さ h，及び比誘電率rにより決定される． 

 特性インピーダンス Z0 は以下の式で与えられる[3]． 
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である．  kK は第一種完全楕円積分であり，以下の式

で表される． 
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この時 kおよび k’の関係は以下のようになる． 
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図 1における kの値を式(4)で定義する．  
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は近似式を用いて以下のように表せる[3]． 
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３．第一種完全楕円積分 

 次に第一種完全楕円積分の計算を進める．  

|k| < 1 に対して 
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ここでウォリスの公式 
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を用いることで次のように表せる． 
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４．近似の検証 

 式(9)について展開数 nを検討する．式(9)を n = 10，30，

50 の項まで計算して求めた値と数表[4]の値を比較する．

第 50項目まで計算を行った場合、K(k)の値は数表の値と

ほぼ一致する． 

 以後の計算では n = 50とする． 
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図 2 第一種完全楕円積分の計算 

 

次に式(9)と近似式(5)，(6)との関係を検証する．ここで

は，(5)，(6)式は kが 0 ≦ k ≦ 0.707の範囲の時は式(6)

を用い，0.707 ≦ k ≦ 1 の範囲の時は式(5)を用いて計

算する．その結果を図 3に示す．n = 50とした式(9)と近

似式はよく一致する． 

以上から近似式の妥当性を確認できる． 
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図 3 近似式との比較 

 

５．Z0について 

 式(1)の特性インピーダンス Z0と k の関係を図 4 に示

す．ただし n = 50．ここでスロット幅 w = 0.1 mm，誘電

率r = 4.2，誘電体の厚さ h = 1 mmとする．Z0 = 50 の導

波路を設計する場合，k = 0.83と決定すればよい．  

図 5に k = 0.83で設計したコプレーナ導波路の入力イ

ンピーダンスの周波数特性を示す．広帯域にわたり実部

が 50 ，虚部が 0 となっている．  
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図 4 特性インピーダンス

for 0.707 ≦ k ≦ 1 

for 0 ≦ k ≦ 0.707 
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Z i n  =  R i n  +  jX in
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図 5 入力インピーダンス 

 

６．アンテナへの適用 

 次にコプレーナ導波路を用いた平面アンテナの解析を

行う．図 6に構造図を示し，図 7に解析結果を示す．広

帯域にわたり良好な VSWRの値が得られる． 

 

s

hx

y

w

r
 

図 6 コプレーナ導波路の構造図 
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図 7 VSWR の周波数特性 

 

７．結論 

 コプレーナ導波路の特性インピーダンスにおける，第

一種完全楕円積分の近似式の妥当性を確認した． 
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