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あらまし

簡素なスパイキングニューロンモデルとそれらのパルス結合系を用いたベース信号

に対する分岐現象とスパイク列の関係について考察する。本論文では、RC-Low Pass

Filterに三角波、矩形波をそれぞれ入力しベース信号を生成するフィルタ導入手法を提

案する。フィルタの時定数パラメータを変化させることで、ベース信号は様々な波形

を作り出し多様なスパイク列を生成する。

単体のニューロンモデルにおいてベース信号にフィルタを介し、様々な波形を作り

出すことで多彩な分岐現象を見ることができる。フィルタのパラメータによってニュー

ロンモデルは周期倍分岐を起こし、解だけではなくスパイク列も周期倍に変化してい

くことについて考察する。

パルス結合された2つのニューロンモデルについて考察する。単体ではカオス (Chaos)

を呈していたものが結合すると周期解 (Order)に変化する “Chaos + Chaos = Order”(CCO)

や、その対の現象である “Order + Order = Chaos”(OOC)といった特徴的な現象が挙げ

られる。CCOは接線分岐によって引き起こされる。これらの特徴的な現象は、一次元

写像などを用いることで解析が可能である。

また簡素なスパイキングニューロン回路を用意し、単体と結合系のニューロンモデ

ルの特徴的な現象を回路実験で確認する。
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Analysis of Various Bifurcation Phenomena

in Simple Spiking Neuron Circuits

Abstract

We consider bifurcation phenomena and spike-train dynamics of a simple spiking neuron

and its pulse-coupled system with filtered base signal. This paper presents the base signal

that is given by applying a periodic triangle/square wave to a basic low-pass filter. As key

parameters of the filter vary, shape of the base signal varies and the systems can generate

various spike-trains. In the single neuron, the filtering can give variety of the base signal

shape and can exhibit interesting bifurcation phenomena. For example, the neuron exhibits

period-doubling bifurcation through which both the period and the number of spike-trains are

doubling. We consider pulse-coupled two neurons. We show typical phenomena: chaotic

spike-trains of two neurons are changed into periodic spike-trains by the pulse-coupling

(Chaos + Chaos = Order). Opposite phenomena is Order + Order = Chaos in the pulse-

coupled neurons. The coupled system exhibits tangent bifurcation that can induce “Chaos +

Chaos = Order”. Using the mapping procedure, the bifurcation phenomena can be analyzed

precisely. Presenting simple test circuits, typical phenomena are confirmed experimentally.
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第1章 まえがき

ニューラルネットの情報処理機構に関する研究は盛んに行われている。ニューラル

ネットの構成要素であるニューロンは、他のニューロンからスパイクと呼ばれるパル

ス信号を受け取ることで内部電圧が上昇する。あるしきい値電圧まで達するとスパイ

ク信号が出力され、他の結合するニューロンに信号が伝搬されていく。その後、電圧

は急激に下降し、再びスパイクを受け取ることで内部電圧が上昇する。この動作を繰

り返すことで情報伝達が行われていることがわかっている。

従来提案されてきたニューロンモデルの 1つに、分岐ニューロン (Bifurcating Neuron

: BN)がある [1]-[5]。ニューロンの積分発火動作を模したBNは、簡素な人工ニューロ

ンモデルとして知られたスイッチ力学系である [6] [7]。しきい値とベース信号の間で積

分と発火動作を繰り返し様々なスパイク系列を呈する。パラメータを変化させると様々

な分岐現象を呈し、スパイク列に影響を与える。また、BNのパルス結合ネットワーク

(Pulse-Coupled system of Bifurcating Neurons : PCBN)も研究されている [8]-[11]。パル

ス結合系は、結合パラメータ等に依存して、様々な同期・非同期現象と、それに関連

する分岐現象を呈する。このような系の研究は、脳内の情報処理の考察の基本となる

[12] [13]。また非線形現象の解析は、非線形ダイナミクスシステムの基礎研究として重

要な役目を持つ [14]。また、スパイク信号を用いた学習アルゴリズムによるニューラ

ルネットワーク構築の基礎としても重要な役目を持つ [12] [15]-[18]。スパイク信号は

パルス状で簡素な信号であり、低電力であることから工学的応用にも適しており、画

像処理、UWBなどの信号処理、A/Dコンバータ、人工内耳モデルなどが研究されてい

る [19]-[24]。このように、基礎的な研究としても工学的応用や医学的応用としてもBN

や PCBNの解析は重要なものである。
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本論文では、フィルタのパラメータによる BNと PCBNの分岐現象とスパイク列の

変化について考察する。これまでベース波形が正弦波と三角波の場合が主に考察され

てきた [8] [9]。BNと PCBNの動作は、ベース信号の波形に依存する。ベース信号の形

状を変化させる方法はいくつか考えられるが、信号源にRC-Low Pass Filter(RCF)をそ

れぞれかけてベース信号を生成する方法を提案する [11]。これによって簡素に様々な

波形を生成できる。フィルタを有する BNと PCBNの動作は、信号源のみを用いた時

には見られなかった現象を確認することができる。

第 2章では、三角波ベース信号源にRCFをかけてベース信号を生成する場合を考え

る。単体の BNの動作はスパイク位相写像によって解析することができる。特に RCF

の時定数パラメータに着目し、このパラメータに対する分岐現象を位相写像を用いて

解析する。単純な三角波や正弦波がベース信号である場合は写像の形状は対称的とな

るが、フィルタリングされたベース信号の場合は写像の形状は非対称になる場合があ

り、より多彩な分岐現象が発生し得る。パルス結合系のPCBNについても考察する。特

に、結合前はカオス (Chaos)を呈していたスパイク列が結合後に周期解 (Order)に変わ

る “Chaos + Chaos = Order”や、“Order + Order = Chaos”が特徴的な現象である。これら

の現象はフィルタの時定数パラメータによって 2つのベース信号の間に位相差が生じ

たことが原因と考えられ、遅れ効果についても考察する [10]。結合系は様々な分岐現

象を呈する。各現象は、単体のスパイク位相写像の合成写像によって解析できる。合

成写像を用いることで、PCBNが有する様々な分岐現象を明らかにする。また簡素な

回路で実験可能であり、典型的な現象を回路実験で確認する。

第 3章では、矩形波ベース信号源にRCFをかけてベース信号を生成する場合を考え

る。フィルタの時定数パラメータを変化させることで簡素に様々な波形を生成でき、

様々なベース信号波形を微分方程式の解として厳密に記述することができる。矩形波

のみを用いた時には見られなかった周期倍分岐、ボーダーコリジョン分岐といった典

型的な分岐現象について考察していく。矩形波を信号源にすることでベース信号は区

切られ、それぞれのベース信号によって分岐現象が変わっていく。ボーダーコリジョ
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ン分岐は矩形波が信号源であることが強く影響している。分岐現象に対応して、多彩

なスパイク列も生成される。また周期倍分岐によってスパイク列の数も周期倍に変化

し、多数のスパイク列が共存していくことについても考察していく。2つのBNの結合

系 PCBNでは “Chaos + Chaos = Order”の現象に絡めながら、2種類の接線分岐 (smooth

and non-smooth)について考察する。また接線分岐と周期倍分岐が交差するポイントが

あり、スパイク列の共存現象が起きる。BNでのボーダーコリジョン分岐は、結合系に

おける接線分岐に強く影響を及ぼしている。単体の分岐現象と結合系の分岐現象が、ど

のように対応しているのか考察していく。2つのパラメータによる分岐集合を用いなが

ら BNと PCBNの各分岐現象を解明し、簡素な回路モデルを用いて BNと PCBNの現

象を回路実験で確認していく。

自然界において無くてはならない信号処理技術として、フィルタ機能が挙げられる。

フィルタによって引き起こされた分岐現象の解析は、基礎研究だけではなく、ニュー

ラルシステムにおける信号処理機能の考察においても重要な意義がある。フィルタの

時定数パラメータは、信号処理の観点からも工学的意味のあるパラメータである。ま

た単体のモデルにおける分岐現象が、結合系に強い影響を及ぼす興味深い現象を引き

起こす。1つのニューロンモデルの動作解析から現象を理解していくことが、結合系で

の分岐現象を解明する上でとても重要な役割を担っている。これらの解析結果は、多

彩なスパイク列を生成するニューロンのダイナミクスシステム構築の基礎となる。
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図 1.1: (a)分岐ニューロン (BN)のダイナミクスとスパイク列 (b) BNのパルス結合系
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第2章 三角波ベース信号源を有する
パルス結合分岐ニューロンの
動作解析

2.1 まえがき

本章では三角波をベース信号源としRC-Low Pass Filter(RCF)によってベース信号を

生成する方法を提案する。まずRCFによってフィルタリングされたベース信号を用い

ることで様々な波形を作り出し、単体の分岐ニューロン (Bifurcating Neuron:BN)は多

彩な分岐現象を見ることができる。BNの動作は一次元位相写像によって解析すること

ができる。特にRCFの時定数パラメータに着目し、このパラメータに対する分岐現象

を一次元写像を用いて解析する。単純な三角波や正弦波がベース信号である場合は写

像の形状は対称的となるが、フィルタリングされたベース信号の場合は写像の形状は

非対称になるため、より多彩な分岐現象が発生する。

次にこのBNを用いたパルス結合系 (Pulse-Coupled system of Bifurcating Neurons:PCBN)

についても考察する。特に、単体ではカオス (Chaos)を呈していたものが結合すると

周期解 (Order)に変化する “Chaos + Chaos = Order”や、その対の現象である “Order +

Order = Chaos”が特徴的な現象である。結合系は様々な分岐現象を呈する。各現象は、

単体の位相写像の合成写像によって解析できる。また簡素な回路モデルで実験可能で

あり、典型的な現象を回路実験で確認する。
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2.2 単体の分岐ニューロン

図2.1に、分岐ニューロン (BN)の回路モデルを示す。キャパシタ電圧 vは定電流源 I > 0

の積分により増加し、しきい値 VT に達するとスパイク Y = VDが出力される。そのス

パイクによりスイッチが閉じられ、vは周期 T のベース信号 B(t)にリセットされる。

この動作を繰り返し、スパイク列が生成される。簡単のため、内部抵抗/コンダクター

は無視する (r → 0, g → 0)。このモデルのダイナミクスは図 2.2(a)のようになり、回路

動作は次式で記述される：⎧⎪⎨
⎪⎩

C
dv

dt
= I, Y (t) = 0 for v(t) < VT

v(t+) = B(t+), Y (t+) = VD if v(t) = VT

(2.1)

三角波BS(t)を入力した RCFの出力がベース信号Bλ(t)である。

BS(t) =

{
K(t − 1

4
T ) for 0 < t < T

2

−K(t − 3
4
T ) for T

2
< t < T

Bλ(t) =
M∑

n=1

|H(nω1)|An(K) cos(nω1t + ∠H(nω1))

An(K) =

{
8K

n2π2 for odd n

0 for even n
,H(ω) =

1

1 + jωR1C1

(2.2)

ただしBS(t + T ) = BS(t)、ω1 = 2π
T
である。またRCFのキャパシタ電圧は、電圧制御

電流源としてBNのベース信号に適用される。ここで変数変換による無次元化パラメー

タを定義する：

τ =
t

T
, x =

v − VT

VT

, ẋ =
dx

dτ
, y(τ) =

1

VD

Y (Tτ),

s = IT
CVT

, bλ(τ) = Bλ(Tτ)
VT

, k = K
VT

,
(2.3)

これにより、式 (2.1)、(2.2)は以下のように変換される。

{
ẋ = s, y(τ) = 0 for x(τ) < 1

x(τ+) = bλ(τ+), y(τ+) = 1 if x(τ) = 1
(2.4)

bλ(τ) = −1 −
M∑

n=1

|hn(λ)|αn(k) cos(2nπτ + ∠hn(λ))

αn(k) =

{
8k

n2π2 for odd n

0 for even n
hn(λ) =

1

1 + jnλ
, λ ≡ ω1R1C1

(2.5)

以下では簡単のため (s, k,M) = (1, 0.73, 100)と固定し、bλ(τ +1) = bλ(τ)とする。RCF

の時定数パラメータ λをBNの制御パラメータとし、フィルタリングされたベース信号
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を有するダイナミクスを図 2.2(b)に示す。n番目に出力されるスパイクの位置を τ(n)

とする。(n + 1)番目に出力されるスパイクの位置は n番目のスパイクの位置で決まる

ので、スパイク位置写像を定義することができる。

τ(n + 1) = τ(n) − 1

s
bλ(τ(n)) = F (τ(n)) (2.6)

よって図 2.3(a)に図 2.2(b)の動作に対応するスパイク位置写像を示す。n番目のスパイ

クの位相 θ(n) = τ(n) mod 1に着目し、スパイク位相写像を導入する。

θ(n + 1) = θ(n) − bλ(θ(n)) = F (θ(n)) mod 1 = f(θ(n)) (2.7)

この位相写像を用いることで、スパイク列の解析を容易に行うことができる。図2.3(b)(c)

より、λを変化させることで 2周期解とカオスが共存する。図 2.4は、RCFの時定数パ

ラメータ λに対する分岐図である。(a)は λを増加、(b)は λを減少させた図である。こ

れらの分岐図を比較すると、非対称な分岐が見られる。このパラメータ領域では、図

2.4(a)は安定周期解を示しているが、(b)でカオスとなっている。フィルタリングされ

たことによってベース信号の波形が不動点 pにおいて非対称となり、マップの形状が

ひずんでいる。このような形状の変化は、様々な分岐現象を引き起こすと考えられる。

2.3 パルス結合された2つの分岐ニューロン

上記の分岐ニューロン (BN)を 2つ用意し (BN1, BN2)、それらをクロススイッチング

しパルス結合させたもの (PCBN)を図 2.5(a)に示す。v1(v2)がしきい値 VT に達すると、

スパイク Y1(Y2)が出力され v2(v1)はベース入力B2(t)(B1(t))にリセットされる。この

とき、BN1と BN2は交互に積分と発火動作を繰り返す。⎧⎪⎨
⎪⎩

C
dv1

dt
= I1, Y2(t) = 0 for v2(t) < VT

v1(t+) = B1(t+), Y2(t+) = VD if v2(t) = VT⎧⎪⎨
⎪⎩

C
dv2

dt
= I2, Y1(t) = 0 for v1(t) < VT

v2(t+) = B2(t+), Y1(t+) = VD if v1(t) = VT

(2.8)
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RCFから出力されたベース信号Bλi
は、以下に示す。

Bλi
(t) =

M∑
n=1

|Hi(nωi)|An(Ki) cos(nωit + ∠Hi(nωi))

An(Ki) =

{
8Ki

n2π2 for odd n

0 for even n

Hi(ω) =
1

1 + jωRiCi

(2.9)

ただし、Bi(t + T ) = Bi(t)、ωi = 2π
T
、i = 1, 2とする。ここで以下のような変数変換に

より無次元化を行う。

τ =
t

T
, xi =

vi − VT

VT

, ẋi =
dxi

dτ
, yi(τ) =

1

VD

Yi(Tτ),

si = IiT
CVT

, bλi
(τ) =

Bλi
(Tτ)

VT
, ki = Ki

VT
,

(2.10)

式 (2.8)、(2.9)は以下のように変換される。{
ẋ1 = s1, y2(τ) = 0 for x2(τ) < 1

x1(τ+) = bλ1(τ+), y2(τ+) = 1 if x2(τ) = 1{
ẋ2 = s2, y1(τ) = 0 for x1(τ) < 1

x2(τ+) = bλ2(τ+), y1(τ+) = 1 if x1(τ) = 1

(2.11)

bλi
(τ) = −1 −

M∑
n=1

|hn(λi)|αn(ki) cos(2nπτ + ∠hn(λi))

αn(ki) =

{
8ki

n2π2 for odd n

0 for even n

hn(λi) =
1

1 + jnλi

, λi ≡ ωiRiCi

(2.12)

ただし、bλi
(τ + 1) = bλi

(τ)、si = 1、ki = 0.73と固定し、λ1と λ2を制御パラメータ

とする。図 2.5(b)より、τ2(n + 1)は τ1(n)の位置で決まる。

τ2(n + 1) = F1(τ1(n)) for odd n (2.13)

同様に τ1(n + 2)は τ2(n + 1)で決まるので、この結合系のスパイク位置は次式に支配

されることが解る:

τ1(n + 2) = F2(F1(τ1(n))) for odd n (2.14)

ただし、F1 と F2 は各々BN1と BN2のスパイク位置写像である。ここで、位相変数

θi(n) = τi(n) mod 1に着目し、スパイク位相写像を導入する。

θ1(n + 2) = F2(F1(θ1(n))) mod 1 for odd n = f2(f1(θ1(n))) (2.15)

14



すなわち、パルス結合系は単体の位相写像の合成写像で解析が可能である。図 2.6、2.7

に典型的な現象を示す。結合前の BN1と BN2はカオスを呈している。これらをパル

ス結合すると、図 2.6(c)、2.7(c)より安定周期解に変化する。これを “Chaos + Chaos =

Order”(CCO)とし、この現象について考察する。図 2.7(d)-(f)より、CCOは接線分岐に

よって安定周期解を呈するようになったことがわかる。また、2つの時定数パラメータ

λ1、λ2によって BN1と BN2のベース信号の間に位相差が生じ遅れ効果に対応する現

象によって接線分岐が起きたと考えられる。図 2.8、2.9に、CCOとは逆の現象を示す。

結合前のBN1とBN2は安定周期解を呈している。図 2.8(c)、図 2.9(c)より、これらを

結合するとカオスを呈するようになる。これを “Order + Order = Chaos”(OOC)とし、こ

れも 2つの時定数パラメータによるベース信号の位相のズレによる現象と考えられる。

2.4 回路実験

図 2.10より、パルス結合系 (PCBN)の回路モデルを示す。ベース信号源である BS(t)

に三角波を入力し、2つの RCFによって BN1と BN2のベース信号を生成する。ここ

ではRCFの抵抗をそれぞれパラメータとして扱う。キャパシタ電圧 v1(v2)は定電流源

I1(I2)の積分により増加し、しきい値 VT に達するとコンパレータの出力が単安定回路

にトリガ入力され、スパイク Y1 = VD(Y2 = VD)が出力される。そのスパイクにより

BN2(BN1)のスイッチが閉じられ、v2(v1)は周期 T のベース信号B2(t)(B1(t))にリセッ

トされる。この動作を繰り返し、スパイク列が生成される。この回路モデルのダイナ

ミクスは以下のように記述される：

C
dvi

dt
=

{ −givi + Ji for Switchi = off
−Givi + Ji + Bi(t)/ri for Switchi = on

(2.16)

ただしGi ≡ gi + 1/ri、i = 1, 2とする。電流源は Ii = Ji(1− exp−1)のように近似する

(式 (2.16)より (0, 0)と (riC, vi(riC))を結ぶ)。図 2.11、2.12より、CCOとOOCを回路

実験で確認することができた。
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2.5 むすび

三角波をベース信号源とし RCFから出力されるベース信号を有する分岐ニューロン

(BN)、パルス結合系 (PCBN)のスパイク列の解析を行った。解析方法としてスパイク

位相写像を用い、BNの周期解とカオスの共存を示した。PCBNでは合成写像によって

“Chaos + Chaos = Order”(CCO)や “Order + Order = Chaos”(OOC)の現象を示した。ま

た回路実験においてCCO、OOCの現象を確認した。本章ではベース信号をフーリエ級

数展開によって記述した。ここではベース信号は近似的に記述されており、厳密な分

岐集合などを求めることができないことが課題である。
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図 2.1: 分岐ニューロン (BN)の回路モデル
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図 2.2: BNのダイナミクス
(a) λ = 0, (b) λ = 0.096
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図 2.3: スパイク位置写像と位相写像
(a)スパイク位置写像,スパイク位相写像：(b )周期解, (c)カオス (λ = 0.096)
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図 2.4: 分岐図
(a) λ + +, (b) λ −−
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図 2.5: 2つの BNのパルス結合系 (PCBN)
(a)回路モデル, (b)ダイナミクス
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図 2.6: ダイナミクス：“Chaos + Chaos = Order” (CCO)
(a) & (b)カオス波形 (BN1, BN2: (λ1, λ2) = (0.029, 0.078)), (c)周期波形 (PCBN)
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図 2.7: スパイク位相写像：“Chaos + Chaos = Order” (CCO)
(a) & (b)カオス (BN1, BN2: (λ1, λ2) = (0.029, 0.078)), (c)安定不動点 (PCBN),

(d) (c)の範囲 Aの拡大図, (e)接線分岐 (λ1, λ2) = (0.0262, 0.078),
(f)接線分岐前 (λ1, λ2) = (0.025, 0.078) (c1 = 0.965, c2 = 0.975)
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図 2.8: ダイナミクス：“Order + Order = Chaos” (OOC)
(a) & (b)周期波形 (BN1, BN2: (λ1, λ2) = (0.2, 0.11)), (c)カオス波形 (PCBN)
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図 2.9: スパイク位相写像：“Order + Order = Chaos” (OOC)
(a) & (b)周期軌道 (BN1, BN2: (λ1, λ2) = (0.2, 0.11)), (c)カオス (PCBN)
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図 2.10: 実験回路
(a) PCBNの回路モデル, (b) RC-Low Pass Filter (RCF)
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図 2.11: 実験結果 “Chaos + Chaos = Order” (CCO) (stop mode) (図 2.6に対応)
horizontal = t [1ms/div.], vertical = vi [1V/div.], C

.= 0.022[μF],
J1

.= 3.2 E -2[mA], J2
.= 3.5 E -2[mA], g−1

1
.= 200[kΩ], r1

.= 0.35[kΩ],
g−1
2

.= 180[kΩ], r2
.= 0.8[kΩ], VT

.= 1.07[V], K1
.= 0.68[V], K2

.= 0.56[V],
T

.= 1[ms], C1
.= 0.01[μF], (R1, R2)

.= (3, 7.2)[kΩ],
(s1

.= 0.89, s2
.= 0.99, k1

.= 0.64, k2
.= 0.52, λ1

.= 3.0 E -2, λ2
.= 7.2 E -2)

(a) & (b)カオス波形 (BN1, BN2), (c)周期波形 (PCBN)
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図 2.12: 実験結果 “Order + Order = Chaos” (OOC) (stop mode) (図 2.8に対応)
horizontal = t [1ms/div.], vertical = vi [1V/div.], C

.= 0.022[μF],
J1

.= 3.4 E -2[mA], J2
.= 3.8 E -2[mA], g−1

1
.= 200[kΩ], r1

.= 0.35[kΩ],
g−1
2

.= 180[kΩ], r2
.= 0.8[kΩ], VT

.= 1.2[V], K1
.= 0.52[V], K2

.= 0.64[V],
T

.= 1[ms], C1
.= 0.01[μF], (R1, R2)

.= (26.2, 17.7)[kΩ],
(s1

.= 0.86, s2
.= 0.96, k1

.= 0.43, k2
.= 0.53, λ1

.= 26.2 E -2, λ2
.= 17.7 E -2)

(a) & (b)周期波形 (BN1, BN2), (c)カオス波形 (PCBN)
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第3章 矩形波ベース信号源を有する
パルス結合分岐ニューロンの
分岐現象

3.1 まえがき

本章では矩形波をベース信号源としRC-Low Pass Filter(RCF)によってベース信号を

生成する方法を提案する。RCFから出力されたベース信号を微分方程式の解として厳

密に記述し、フィルタの時定数パラメータを変化させることで簡素に様々な波形を生

成できる。単体の分岐ニューロン (Bifurcating Neuron:BN)では、矩形波のみを用いた

時には見られなかった周期倍分岐、ボーダーコリジョン分岐といった典型的な分岐現

象について考察する。矩形波を信号源にすることでベース信号は区切られ、それぞれ

のベース信号によって分岐現象が変わっていく。ボーダーコリジョン分岐は、矩形波

が信号源であることが強く影響している。また分岐現象に対応して、多彩なスパイク

列も生成される。周期倍分岐によってスパイク列の数も周期倍に変化し、多数のスパ

イク列が共存していくことについても考察していく。

次に2つのBNをパルス結合した時 (Pulse-Coupled system of Bifurcating Neurons:PCBN)

の解析について考察する。PCBNでは2種類の接線分岐が表れ、“Chaos + Chaos = Order”

などの現象に絡んでくる。PCBNでは周期倍分岐も起こり接線分岐と周期倍分岐が交

差する時、スパイク列が共存する現象について説明する。PCBNの接線分岐が起きる

要因として、単体の BNの分岐現象が影響を及ぼすことについても考察する。これら

の現象を確認するために、分岐図、リアプノフ指数、分岐集合などを用いて解析して

いく。また BNと PCBNを回路実験によって、現象の確認を行う。
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3.2 単体の分岐ニューロンの典型的な分岐現象

分岐ニューロン (BN)のダイナミクスを示す。しきい値 x = 1以下の時、状態変数 xは

傾き sで増加していく。xがしきい値に達すると BNはスパイク y = 1を出力し、xは

ベース信号 b(τ)にリセットされる。ただし、τ は無次元化された時間パラメータであ

る。この動作を繰り返し、スパイク列が生成される。ダイナミクスは以下の式で記述

される:

{
ẋ = s, y = 0 for x < 1

x(τ+) = b(τ+), y(τ+) = 1 if x(τ) = 1
(3.1)

ただし b(τ + 1) = b(τ)、b(τ) < 1である。また解析を容易にするため、以下の無次元化

パラメータを適用している。

τ =
t

T
, x =

v

VT

, ẋ =
dx

dτ
, y(τ) =

1

VD

Y (Tτ),

s =
IT

CVT

, b(τ) =
B(Tτ)

VT

, a =
A

VT

, λ =
RC1

T

(3.2)

n番目に出力されるスパイクの位置を τ(n)とする。(n + 1)番目に出力されるスパイク

の位置は n番目のスパイクの位置で決まるので、スパイク位置写像を定義することが

できる。

τ(n + 1) = τ(n) − (b(τ(n)) − 1)/s ≡ F (τ(n)) (3.3)

n番目のスパイクの位相 θ(n) = τ(n) mod 1に着目し、スパイク位相写像を導入する。

θ(n + 1) = f(θ(n)) ≡ F (θ(n)) mod 1 (3.4)

この写像を用いて分岐現象の動作を考察する。BNの動作は、ベース信号 b(τ)の形状

に依存する。本章では、矩形波 bs(τ)をベース入力源とし RC-Low Pass Filter (RCF)に

よりベース信号の形状を変える。

bs(τ) =

{ −a for 0 ≤ τ < 0.5

a for 0.5 ≤ τ < 1
(3.5)

ただし、bs(τ + 1) = bs(τ)である。τ = 0.5を境にベース信号は区切られ、それぞれ異

なる特性を持つと考えられる。RCFを適用することで、ベース信号の形状の変化から
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BNは様々な分岐現象を呈する。本研究ではベース信号源を RCFに通した時のベース

信号 bλ(τ)は、状態方程式から求める。

λu̇1 = −u1 + bs(τ) (3.6)

u1は、RCFの出力に値する状態変数である。状態方程式の解 u1は、フィルタリングさ

れたベース信号 bλ(τ)に一致する。

bλ(τ) =

{
(u0 + a)e−τ/λ − a for 0 ≤ τ < 0.5

−(u0 + a)e−(τ−0.5)/λ + a for 0.5 ≤ τ < 1
(3.7)

初期電位 u0とすると、

u0 =
a(1 − e−0.5λ)

1 + e−0.5λ
(3.8)

λは RCFの時定数パラメータであり、BNの制御パラメータとして扱う。ベース信号

bλ(τ)を、写像の式 (3.4)に代入する。

θ(n + 1) = f(θ(n)) ≡ θ(n) − (bλ(θ(n)) − 1)/s mod 1 (3.9)

この式を用いて、フィルタを用いたBNのダイナミクスの解析を行っていく。以下では

簡単のため s = 1とする。次に、リアプノフ指数を導入する。

Λ =
1

M

M∑
n=1

ln |Df(θ(n))| (3.10)

ただし、M = 104とする。Λ > 0の時BNはカオス的動作を呈し、Λ < 0の時BNが周

期的な安定動作であることを示す。ここで分岐現象を解析するために、以下の式を定

義する:

Df(θ) = 1 − d

dθ
bλ(θ)

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 +
u0 + a

λ
e−θ/λ for 0 ≤ θ < 0.5

1 − u0 + a

λ
e−(θ−0.5)/λ for 0.5 ≤ θ < 1

(3.11)

Df(θ)は、式 (3.9)を位相 θで微分したものであり、θ = 0.5, 1は区切り点とする。ま

た θ = 0, 1では、サークルマップの動作に対応する [14]。k周期における fk(p) = p

となる周期点 pを置き、f l(p) �= p (0 < l < k) とする。ただし、f l(p) = f(f l−1) 、
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{f(p), · · · , fk(p)}は k周期解とする。|Dfk(p)| < 1, |Dfk(p)| = 1, |Dfk(p)| > 1の時、

k周期における周期点 pはそれぞれ安定、境界、不安定な状態を示す。

矩形波 (λ = 0)は 2周期解を複数持つトーラスの現象を呈するが、RCFの時定数パラ

メータ λによって分岐現象が引き起こされる。図 3.1より、時定数パラメータ λによっ

てベース信号が不連続な矩形波から滑らかな形状に変化する。この時、ベース信号を

フーリエ級数展開を用いた場合と異なり詳細な解析を行うことができる。a = 0.52の

時、図 3.1 (a)、3.2 (a)より BNは安定不動点 φ1を呈し 1つのスパイク列を生成する。

図 3.2 (b)より、BNは λが減少すると安定 2周期解 φ2, φ3を描く。図 3.1 (b), (b’)より、

BNは 2つのスパイク列 {φ2, φ3}, {φ3, φ2}が共存し 2周期解に対応する。これより周期

倍分岐は解を周期倍にするだけではなく、スパイク列も周期倍に変化させていること

がわかる。ただし、スパイク列は初期値に依存する。図 3.2 (a)-(c)より、0.5 ≤ τ < 1

のベース信号だけを用いて周期倍分岐を呈する。分岐集合を以下のように定義する:

PDn = {(λ, a)| f 2n

(p) = p, Df 2n

(p) = −1} (3.12)

ただし 0 ≤ n, 0.5 < pとし、周期点 pは 2n周期の周期解に対応する。この分岐集合を

第一周期倍分岐集合とし、図 3.4の PD0, PD1に示す。図 3.2 (c)を境に λを減少させる

と、0 ≤ τ < 0.5のベース信号も用いて解を描くようになり、(d)のようにカオスを呈

するようになる。さらに λを減少させると図 3.2 (e)からボーダーコリジョン分岐によ

り、カオスを呈していたBNが 2周期解を描く。ボーダーコリジョン分岐集合を以下の

ように定義する:

BC = {(λ, a)| f(0.5) = 1, f(1) = 0.5} (3.13)

ただし、0.5はベース信号の区切り点である。さらに λを減少させると、カオスから 2

周期解に変化したBNはまた新たな周期倍分岐を呈するようになる。図 3.2 (f)より、2

周期から 4周期に変わる分岐を第二周期倍分岐集合とする。ただしボーダーコリジョ

ン分岐以後、2周期解を描くため n ≥ 1である。このように、BNはフィルタによって

様々な分岐現象を呈するようになる。図 3.3より a = 0.52の時の分岐図、リアプノフ指
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数を用いて分岐現象を確認する。また図 3.1, 3.2 (a)-(f)に対応する分岐集合を図 3.4に

示す。図 3.5-3.9に、a = 0.8, 0.6, 0.4の時のダイナミクス、スパイク位相写像、分岐図、

リアプノフ指数を示す。図 3.5 (c)、3.6 (c)より、a = 0.8の時のボーダーコリジョン分

岐が起きるパラメータを λ = 0.340987 = γとする。図 3.7より、a = 0.8の時 λ < αで

はBNはカオスを呈し、βでは 2周期から 4周期に変わる第二周期倍分岐を示す。これ

らの値は、パルス結合系において重要なパラメータとなる。

3.3 パルス結合系における分岐現象の解析

上記の分岐ニューロン (BN)をそれぞれBN1, BN2とし、これらのパルス結合系 (PCBN)

について解析を行う。v1(v2)がしきい値 VT に達すると、スパイク Y1(Y2)が出力され

v2(v1)はベース入力B2(t)(B1(t))にリセットされる。ここでのベース信号は、１つの信

号源から 2つの RCFを用いてベース信号を生成する。このとき、BN1と BN2が交互

に積分と発火動作を繰り返す動作を以下に示す:{
ẋ1 = s1, y2 = 0 for x2 < 1

x1(τ+) = bλ1(τ+), y2(τ+) = 1 if x2(τ) = 1{
ẋ2 = s2, y1 = 0 for x1 < 1

x2(τ+) = bλ2(τ+), y1(τ+) = 1 if x1(τ) = 1

(3.14)

スパイクの位置は、τ1(n)が τ2(n + 1)の位置を決め、τ2(n + 1)が τ1(n + 2)の位置を決

める。

τ2(n + 1) = F1(τ1(n)), τ1(n + 2) = F2(τ2(n + 1)) (3.15)

ただし、F1と F2は各々BN1とBN2のスパイク位置写像である。これらの写像を合成

すると、スパイク位置写像は以下のように定義される。

τ1(n + 2) = F2(F1(τ1(n))) ≡ F21(τ1(n)) for odd n (3.16)

ここで位相変数 θi(n) = τi(n) mod 1 (i = 1, 2)に着目しスパイク位相写像を導入する。

θ1(n + 2) = f2(f1(θ1(n)) ≡ f21(θ1(n)) (3.17)

この合成位相写像を用いて PCBNの解析を行う。それぞれのベース信号の時定数パラ

メータ λ1, λ2を、BN1と BN2の制御パラメータとして扱う。図 3.10, 3.11より、カオ
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スを呈していたBN1とBN2がパルス結合することで周期解に変わる “Chaos + Chaos =

Order” (CCO)を示す。図 3.11 (c’)より、CCOは接線分岐によって引き起こされること

がわかる。接線分岐現象が起きる範囲は、λ1, λ2の各パラメータを調節することによっ

て解析することができる。図 3.12より、λ1-λ2平面における分岐集合を用いて解析して

いく。以下に接線分岐集合を定義する：

TB1 = {(λ1, λ2)| f21(p1) = p1, Df21(p1) = 1} (3.18)

p1は周期点であり、TB1上では p1は θ1(n+1) = θ1(n)上で接する。TB1を超えると、図

3.15 (a), (b)のように安定不動点 p1が生成される。簡単のため、(a, s1, s2) = (0.8, 1, 1)

のように固定する。これにより λ1-λ2平面における分岐集合の考察がしやすくなる。こ

こでTB1を第一接線分岐集合とし、TB1は以下のように厳密に計算することができる。

f2(f1(p1)) = p1

Df21(p1) = Df2(f1(p1))Df1(p1) = 1
(3.19)

次に周期倍分岐集合を定義する：

PDL = {(λ1, λ2)| f21(p1) = p1, Df21(p1) = −1} (3.20)

図 3.15 (b), (c)より、接線分岐によって安定不動点になった p1は、不安定不動点になり

2周期解を描くようになる。図 3.15 (d)より、周期点が 2つできる (p1 < 0.5 < p2)。も

う 1つの周期点 p2において起きる周期倍分岐集合を PDRとする。PDRは式 (3.20)にお

いて p1を p2に置き換えたものに対応する。図 3.12において、λ1と λ2を入れ替えた場

合、45度線に対して対称な分岐集合である。またこの λ1-λ2平面において、45度線は

f21 = f 2
1 = f 2

2 とした自分自身を合成した写像に対応する。λ1 < α (λ2 < α)において、

結合前のBN1とBN2はカオスを呈している (図 3.7)。λ1-λ2平面上で、TB1を左から右

に超えると p1は安定不動点となり、PDLを超えると p1は不安定不動点となる (図 3.15

(a)-(c))。これより、TB1, PDLそして λ1 = λ2 = α線上に囲まれた範囲は、PCBNは周

期的なスパイク列を生成していることがわかる。また、CCOが起きる範囲と対応して

いる。図 3.15 (e), (f)より、p1(p2)は安定不動点であるが p2(p1)は不安定不動点であり
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その周りで 2周期解を描いている。これにより 2周期解は 2つのスパイク列が共存して

いることから、PCBNは 3つのスパイク列が共存している (図 3.5 (a), (b))。これらの共

存は、初期値に依存している。さらに周期倍分岐が続けば、PCBNは複雑な現象とな

り解析は困難なものとなる。より複雑な現象の分類が、今後の課題である。次に、第

二接線分岐集合 TB2を定義する。

TB2 = {(λ1, λ2)| f21(p1) = p1}, f1(p1) = 1 (3.21)

ただし、p1は f21における区切り点となる。TB2上では、f21は θ1(n + 1) = θ1(n)に接

し、図 3.15 (g)より、Df21は不連続となる：0 < Df21−(p1) < 1 < Df21+(p1)。ただし

Df21−とDf21+は、左側からと右側から f21を微分したものである。TB2は以下のよう

に計算される：f21(p1) = p1 and f1(p1) = 1。これより、PCBNは 2種類の接線分岐を有

することがわかった (式 (3.18)：smooth TB1,式 (3.21)：non-smooth TB2)。図 3.12より

パラメータを増加させると、TB1はTB2に変化する。図 3.16 (c)に、TB1とTB2の境界

の写像を示す。この時の境界点を γT とし (図 3.12)、写像は p1において滑らかではなく

なる：Df21−(p1) = 1 < Df21+(p1)。次に図 3.12上で分岐集合が交差する点について考

察する。まず始めに TB2が 45度線に対して対称に交わることについて考察する。交差

点は λ1 = λ2 = γにおいて起きており、これは結合前のBN1(BN2)がボーダーコリジョ

ン分岐を起こしている時に対応する (図 3.7)。つまり、単体時のボーダーコリジョン分

岐が結合時の接線分岐を引き起こしたと考えられる。このような単体と結合系が相互

に関係し合う分岐現象は、フィルタによって引き起こされる現象の 1つとして挙げら

れる。次にTB2と PDRが交差する γP について考察する。図 3.15 (g), (h)より p2が不安

定不動点であったが、交差点を超えると p1と p2において 2つの安定不動点が共存する

ようになる。最後に PDLと PDRの交差点について考察する。交差点は λ1 = λ2 = βは

45度線上にあり、この値は単体の BN1(BN2)における 2周期解から 4周期解に変わる

第二周期倍分岐と対応している (図 3.7)。この交差点の近くでは図 3.15 (d)より、周期

解とカオスのスパイク列が共存する。ここまで、a = 0.8の時について解析を行ってき

た。図 3.13, 3.14より、a = 0.6, 0.4の λ1-λ2平面の分岐集合を示す。接線分岐集合 TB1
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とTB2は振幅 aが小さくなると 45度線に近づき、単体のBN1(BN2)におけるボーダー

コリジョン分岐が起きるパラメータに接線分岐の終点 γが対応し移動していく。また

BNにおいてボーダーコリジョン分岐が起きなくなる a < 0.5では (図 3.4)、図 3.14よ

り PCBNでは接線分岐集合は表れなくなった。図 3.15 (i), (j)より p1が 45度線に交わ

り続けるために、接線分岐が起きなくなったと考えられる。これより PCBNにおける

接線分岐集合は、BNにおけるボーダーコリジョン分岐によって引き起こされているこ

とがわかった。結合前と結合後の分岐現象が影響し合うことから、結合系を拡張して

いくに当たって結合後の現象を解析するには個々の現象を詳細に調べていくことがと

ても重要なことであると考えられる。

3.4 回路実験

ここでは矩形波をベース信号源とし、RCFから出力される信号をベース信号に用いた

分岐ニューロン (BN)、パルス結合系 (PCBN)の回路実験について説明する。実験回路

の動作は第２章で述べた動作と同様である。

C
dvi

dt
=

{ −givi + Ji for Switchi = off
−Givi + Ji + Bi(t)/ri for Switchi = on

(3.22)

ただし、Gi ≡ gi +1/ri、i = 1, 2とする。また電流源は Ii = Ji(1− exp−1)のように近似

する (式 (3.22)より (0, 0)と (riC, vi(riC))を結ぶ)。図 3.17にシミュレーション結果の

図 3.5に対応したBNのダイナミクスの実験結果を示す。回路実験においてもスパイク

列は周期倍に増加していることがわかる。またボーダーコリジョン分岐、カオスといっ

た現象も確認することができる。図 3.18に図 3.10に対応した PCBNの “Chaos + Chaos

= Order”(CCO)の実験結果を示す。図 3.15 (d)の周期解とカオスが共存する PNBNの動

作は、図 3.19に対応したダイナミクスとなる。周期解とカオスが共存する現象を、実

験回路で確認することができた。さらに解の数が増えた周期解の共存の判別は困難な

ものと考えられ、本章では 2周期解までを示した。多周期解の共存現象の判別は、今

後の課題である。
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3.5 むすび

矩形波をベース信号源とし RCFから出力されるベース信号を有する分岐ニューロン

(BN)、パルス結合系 (PCBN)のスパイク列と分岐現象の解析を行った。ベース信号の

様々な波形を微分方程式で厳密な解として記述した。簡素な回路モデルを用いたBNと

PCBNの実験結果を示した。BNではRCFの時定数パラメータ λによって周期倍分岐、

ボーダーコリジョン分岐など様々な分岐現象が引き起こされることがわかった。周期倍

分岐によってスパイク列が周期倍に変化していくことについても考察した。PCBNでは

“Chaos + Chaos = Order” (CCO)に絡めた 2種類の接線分岐を示した。また周期倍分岐

などの影響からスパイク列の共存現象が見られた。周期解が増えていくとスパイク列の

共存が複雑になり、スパイク列の判別方法が今後の課題である。各振幅における λ1-λ2

平面の分岐集合を示し、単体の BNのボーダーコリジョン分岐による結合系 PCBNの

接線分岐集合が起きるメカニズムを明らかにした。単体の分岐現象が結合系に影響を

及ぼす興味深い現象であり、他のパラメータ下における分岐現象の詳細な解析や結合

系の拡張などが今後の課題である。
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図 3.1: 典型的なダイナミクス (a = 0.52)
(a)安定 1周期解：λ = 0.35, (b) & (b’)安定 2周期解：λ = 0.22

(2つのスパイク列の共存 {φ2, φ3}、 {φ3, φ2}),
(c)安定 4周期解：λ = 0.20345, (d)カオス：λ = 0.18,

(e)ボーダーコリジョン分岐：λ = 0.12717, (f)安定 4周期解：λ = 0.0129
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図 3.2: 典型的なスパイク位相写像 (a = 0.52) (図 3.1に対応)
(a) λ = 0.35, (b) λ = 0.22, (c) λ = 0.20345, (d) λ = 0.18, (e) λ = 0.12717, (f) λ = 0.0129
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図 3.3: 典型的な分岐現象 (a = 0.52)
(a)分岐図, (b)リアプノフ指数
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図 3.4: BNの分岐集合
PD0,1: 第一、二周期倍分岐集合, BC: ボーダーコリジョン分岐集合

((a)-(f)は、図 3.1, 3.2に対応)

41



図 3.5: 典型的なダイナミクス (a = 0.8)
(a) λ = 0.42, (b) & (b’) λ = 0.38 (2つのスパイク列の共存 {φ2, φ3}、 {φ3, φ2}),

(c) λ = 0.340987 = γ (ボーダーコリジョン分岐),
(d) λ = 0.245, (e) λ = 0.2021, (f) λ = 0.06
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図 3.6: 典型的なスパイク位相写像 (a = 0.8, 0.6, 0.4)
a = 0.8 (a) λ = 0.42, (b) λ = 0.38,

(c) λ = 0.340987 = γ (ボーダーコリジョン分岐),
(d) λ = 0.245, (e) λ = 0.2021, (f) λ = 0.06,

((a)-(f)は、図 3.5に対応)
a = 0.6 (g) λ = 0.2378, (h) λ = 0.20851,

a = 0.4 (i) λ = 0.18, (j) λ = 0.15,
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図 3.7: 典型的な分岐現象 (a = 0.8)
(a)分岐図, (b)リアプノフ指数
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図 3.8: 典型的な分岐現象 (a = 0.6)
(a)分岐図, (b)リアプノフ指数
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図 3.9: 典型的な分岐現象 (a = 0.4)
(a)分岐図, (b)リアプノフ指数
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図 3.10: ダイナミクス：“Chaos + Chaos = Order” (CCO)
(a) & (b)カオス波形 (BN1, BN2: (λ1, λ2) = (0.085, 0.15)), (c)周期波形 (PCBN)
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図 3.11: スパイク位相写像：“Chaos + Chaos = Order” (CCO)
(a) & (b)カオス (BN1, BN2: (λ1, λ2) = (0.085, 0.15)),
(c)安定不動点 (PCBN), (c’)不動点 p1周辺の拡大図
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図 3.12: PCBNの分岐集合 (a = 0.8)
TB1: 第一接線分岐集合 (smooth), TB2: 第二接線分岐集合 (non-smooth),

PDLorR: 周期倍分岐集合 (周期解 p1, p2に対応), ((a)-(h)は、図 3.15 (a)-(h)に対応)
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図 3.13: PCBNの分岐集合 (a = 0.6)
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図 3.14: PCBNの分岐集合 (a = 0.4)
((i), (j)は、図 3.15 (i), (j)に対応)
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図 3.15: 典型的なスパイク合成写像
•：安定不動点, ◦：不安定不動点,

a = 0.8 (a) Before TB1 (λ1, λ2) = (0.07, 0.17), (b) After TB1 (λ1, λ2) = (0.085, 0.15),
(c)不安定不動点 p1 after PDL (λ1, λ2) = (0.1273, 0.16),

(d)安定不動点とカオスの共存 (λ1, λ2) = (0.194, 0.21238),
(e)安定不動点と 2周期解の共存 (λ1, λ2) = (0.2, 0.21238),
(f) 2周期解と安定不動点の共存 (λ1, λ2) = (0.24, 0.21238),

(g) TB2 (λ1, λ2) = (0.2195, 0.27), (h)安定不動点の共存 (λ1, λ2) = (0.25, 0.28),
a = 0.4 (i)不安定不動点 (λ1, λ2) = (0.25, 0.08), (j)安定不動点 (λ1, λ2) = (0.25, 0.12)
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図 3.16: TB1と TB2の境界：γT

(a) TB1, (b) TB2, (c) TB1と TB2の境界 γT (λ1, λ2) = (0.095, 0.17124), (d) Ia周辺の拡大図
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図 3.17: BNの実験結果 (図 3.5に対応)
horizontal = t [0.5ms/div.], vertical = v [0.5V/div.], C

.
= 0.022[μF],

J
.
= 3.5 E -2[mA], g−1

1
.
= 186.3[kΩ], r1

.
= 0.98[kΩ], VT

.
= 1[V],

A
.
= 0.8[V], T

.
= 1[ms], C1

.
= 0.01[μF], (s .

= 1.06, a
.
= 0.8).

(a) R1
.
= 44[kΩ](λ1

.
= 0.44). (b) & (b’) R1

.
= 40[kΩ](λ1

.
= 0.4). (c) R1

.
= 36[kΩ](λ1

.
= 0.36).

(d) R1
.
= 26[kΩ](λ1

.
= 0.26). (e) R1

.
= 19[kΩ](λ1

.
= 0.19). (f) R1

.
= 8[kΩ](λ1

.
= 0.08)
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図 3.18: PCBNの実験結果 “Chaos + Chaos = Order” (CCO) (図 3.10に対応)
horizontal = t [0.5ms/div.], vertical = vi [0.5V/div.]. C

.
= 0.022[μF],

J1
.
= 3.5 E -2[mA], J2

.
= 3.6 E -2[mA], g−1

1
.
= 186.3[kΩ], r1

.
= 0.98[kΩ],

g−1
2

.
= 181.6[kΩ], r2

.
= 0.63[kΩ], VT1 = VT2

.
= 1[V], A

.
= 0.8[V],

T
.
= 1[ms], C1

.
= 0.01[μF], (R1, R2)

.
= (8, 15)[kΩ],

(s1
.
= 1.06, s2

.
= 1.08, a

.
= 0.8, λ1

.
= 8.0 E -2, λ2

.
= 1.5 E -1).

(a) & (b)カオス波形 (BN1, BN2), (c)周期波形 (PCBN)
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図 3.19: PCBNの実験結果：周期解とカオスの共存 (図 3.15 (d)に対応)
horizontal = t [0.5ms/div.], vertical = vi [0.5V/div.]. C

.
= 0.022[μF],

J1
.
= 3.5 E -2[mA], J2

.
= 3.6 E -2[mA], g−1

1
.
= 186.3[kΩ], r1

.
= 0.98[kΩ],

g−1
2

.
= 181.6[kΩ], r2

.
= 0.63[kΩ], VT1 = VT2

.
= 1[V], A

.
= 0.8[V],

T
.
= 1[ms], C1

.
= 0.01[μF], (R1, R2)

.
= (20, 22)[kΩ],

(s1
.
= 1.06, s2

.
= 1.08, a

.
= 0.8, λ1

.
= 2.0 E -1, λ2

.
= 2.2 E -1).

(a)周期解 (b)カオス
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第4章 むすび

本論文では、分岐ニューロン (BN)とそれらのパルス結合系 (PCBN)を用いたベース

信号に対する分岐現象とスパイク列の関係について解析および考察を行った。またベー

ス信号の生成方法として、フィルタ導入手法を提案した。主要な結論は以下のように

まとめられる。

第 2章では、三角波をベース信号源としRC-Low Pass Filter(RCF)によって生成され

るベース信号を有するBN、 PCBNの動作解析について紹介した。単体のBNではフィ

ルタパラメータ λによってベース信号の波形が歪み、周期解とカオスが共存すること

がわかった。PCBNでは 2つのBNを結合することによってベース信号の間に位相差が

生じ、結合系における分岐現象に影響を与えることについて考察を行った。簡素な回

路モデルを用いて、PCBNの現象を回路実験で確認した。

第 3章では、矩形波をベース信号源としRCFによって生成されるベース信号を有す

るBN、PCBNの分岐現象とスパイク列の関係について詳しく紹介した。BNでは矩形

波のみでは見られなかった周期倍分岐やボーダーコリジョン分岐など様々な分岐現象

が引き起こされ、周期倍分岐によってスパイク列も周期倍に変化することについて考

察した。λ-a (フィルタパラメータ-振幅)平面における分岐集合を示し、各パラメータ

による分岐現象を明らかにした。PCBNでは 2種類の接線分岐現象、スパイク列の共

存現象の典型例を示した。各振幅におけるフィルタパラメータ λ1-λ2平面における分岐

集合を示し、接線分岐集合が起きるメカニズムを明らかにした。簡素な回路モデルを

用いて、BN, PCBNの特徴的な現象を回路実験で確認した。

今後の課題として、他のパラメータ下における分岐現象の詳細な解析や多周期解の

スパイク列の共存の判別、パルス結合系の拡張、工学的応用などが挙げられる。
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付録A 理想フィルタを用いた
分岐ニューロンの解析

A.1 まえがき

矩形波をベース信号源とし Ideal-Low Pass Filter(ILF)によってベース信号を生成する

方法を提案する。ILFによって生成されるベース信号はフーリエ級数で表され、実際

のアナログ回路では実現は難しい。これは、人工的な数値実験に対応する設定である。

ILFの遮断周波数をパラメータとして変化させると、ベース信号にリップルが生じる

(ギッブス現象)。このリップルの影響から、分岐ニューロン (BN)は初期値に依存した

複雑な周期/カオスの共存現象が引き起こされ、多様なスパイク列を生成する。

A.2 典型的な分岐現象

ILFの特性を以下に示す。

H(ω) =

{
1 for |ω| ≤ ωc

0 for |ω| > ωc

(A.1)

ただし、ωcは遮断周波数であり、RCFの 1/R1C1に対応する。ベース信号源には矩形波

を用いる。図A.1(a)にベース信号に矩形波を用いた時のスパイク位置写像を示す。こ

こから導出したスパイク位相写像を図 A.1(b)に示す。ILFはアナログ回路上で実現す

ることは難しい。ここではシミュレーションによる興味深い現象について考察する。無

次元化された変数とパラメータを定義する。

ν = ωT, νc = ωcT,

式 (A.1)は以下のように変換される。

h(ν) =

{
1 for |ν| ≤ νc

0 for |ν| > νc

(A.2)
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これにより、無次元化されたベース信号を得ることができる。

bν(τ) =
∞∑

n=1

h(2πn)bn sin 2πnτ

=
N∑

n=1

bn sin 2πnτ for 2πN ≤ νc < 2π(N + 1)

(A.3)

ただし、bnはフーリエ係数である:

bn =

{ − 4k
nπ

for odd n

0 for even n

ここでは、k = 0.3とする。式 (A.3)より、2πN ≤ νc < 2π(N + 2)の範囲は奇数N に

よって同じ波形が与えられるものとする。Nは ILFの制御パラメータとして用いる。図

A.2にダイナミクスの例を示す。Nを増やすことで、波形は矩形波に近づいていく。し

かしギッブス現象の影響で、リップルが生じ波形に揺らぎが表れる。このリップルが

位相写像において大きな影響を与え、とても複雑な共存現象などを引き起こす。この

現象の解析はとても困難なものであるが、基本的な例として図A.3に示す。N = 1の

時、基本波形のみとなり、周期 2の安定周期解となる (図A.3(a))。Nを増加するとリッ

プルの影響が強くなり、BNは初期値に依存する共存現象が表れる。N = 5の時、BN

はカオスが共存する (図 A.3(b), (c))。N = 9の時、2周期解と 4周期解が共存する (図

A.3(d)-(f))。このようにNを増加することで、位相写像は多くの共存したアトラクタを

呈し、とても複雑な分岐現象と関係していると考えられる。

A.3 むすび

矩形波をベース信号源とし ILFから出力されるベース信号を有する分岐ニューロン (BN)

の解析を行った。ILFのパラメータN による共存現象が様々な分岐現象を引き起こす

ことがわかった。フーリエ級数によるベース信号の記述や回路実験の困難なことなど

課題は多いが、BNの解析において複数入力によるダイナミクスシステムの構築につな

がると推測される。異周波数の信号を組み合わせることで、ベース信号を入力源とし

たモデルの構築が上げられる。しかし、本章に示したようにギッブス現象の影響から

複数の共存現象が表れるため、解析は困難である。まずは遮断周波数の値を下げ、BN

の分岐現象の特徴などを調べる必要があると考えられる。
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図 A.1: スパイク位置写像と位相写像
(a)スパイク位置写像, (b)スパイク位相写像

(ベース信号源：矩形波 (N = ∞))
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図 A.2: 理想フィルタを用いた時のダイナミクス
(a) N = 1, (b) N = 5, (c) N = 9, (d)ベース信号源 (N = ∞)
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図 A.3: 典型的なスパイク位相写像
(a) 2周期解 (N = 1), (b) & (c)カオスの共存 (N = 5), (d)-(f) 2周期解と 4周期解の共存 (N = 9)
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付録B 矩形波ベース信号源を有する
パルス結合分岐ニューロンの
分岐集合

第3章で矩形波をベース信号源としRC-Low Pass Filter(RCF)によって生成されるベー

ス信号を有する分岐ニューロン (BN)のパルス結合系 (PCBN)の分岐現象について考察

した。フィルタパラメータ λ1-λ2平面における分岐集合を示し、接線分岐集合と周期倍

分岐集合の動きを考察した。

ここで図B.1 - B.9より、各振幅パラメータ aごとに PCBNの分岐集合を示す。これ

により、接線分岐集合と周期倍分岐集合の動きをより詳しく解析することができる。接

線分岐の終点の動き、接線分岐集合 TB1, TB2の範囲の推移、周期倍分岐集合 PDLorR

の動きを各分岐集合から確認することができる。
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図 B.1: PCBNの分岐集合 (a = 0.9)
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図 B.2: PCBNの分岐集合 (a = 0.8)

67



図 B.3: PCBNの分岐集合 (a = 0.7)
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図 B.4: PCBNの分岐集合 (a = 0.6)
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図 B.5: PCBNの分岐集合 (a = 0.5)
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図 B.6: PCBNの分岐集合 (a = 0.4)
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図 B.7: PCBNの分岐集合 (a = 0.3)
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図 B.8: PCBNの分岐集合 (a = 0.2)
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図 B.9: PCBNの分岐集合 (a = 0.1)
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