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デジタルスパイクマップの動作の基本的な分類について
BASIC CLASSIFICATION OF DYNAMICS FROM DIGITAL SPIKE MAPS

堀本　成俊

Narutoshi HORIMOTO

指導教員 斎藤利通

法政大学大学院工学研究科電気工学専攻修士課程

This paper studies various transient- and steady-state spike-trains generated by the digital spike
map: a simple digital dynamical system from a set of one-dimensional lattice points to itself. In
order to consider the spike-train, three feature quantities are presented: the number of periodic
spike-trains that can characterize richness of the steady states, the concentricity of spike-position
transition that can characterize transition of map, and the concentricity of direct transition to
the periodic spike-trains that can characterize local stability of the steady state. Based on these
quantities, we give basic classification of dynamics of the map.
Key Words : Spiking neuron, concentricity

1. はじめに
デジタルスパイクマップ (DSM [1]-[5])は、格子点集合

上で定義される簡素なデジタル力学系である。DSMの定義

域は周期スパイク列 (PST)であり、パラメータと初期値に

依存して、DSMは様々な PSTと、それに落ち込む様々な過

渡現象を呈する。このような系を考察する動機としては、以

下のようなことが考えられる。まず、デジタル力学系には、

セルラーオートマトン (CA)や、バイナリーニューラルネッ

ト (BNN)など、様々なものがあるが [6]-[9]、DSMはデジタ

ル力学系解析のための簡素な典型的な例になりうると思われ

る。これは、Logistic Mapに代表される 1次元マップがア

ナログ力学系 [10]-[17]の代表例であることに対応している。

次に、DSMの呈するスパイク列の解析は、スパイク信号の

用いる様々な応用の基礎となす。その応用としては、信号処

理 [18]-[20], UWB 通信 [21]-[22], ニューロンのモデリング

と学習モデル [23]-[25], ニューラル補綴 [26] 等が考えられ

る。さらに、デジタル力学系は、回路実装や解析において、

アナログ力学系より有利であると思われる [27]-[29]。

本論文では、DSM の呈する定常状態と過渡現象を考察

する。特に、過渡現象は、安定性や応答速度の観点から重要

であるが、その解析は不十分である ([30]とその引用文献)。

スパイク列を解析するために、3つの特徴量を導入する。第

1の特徴量は、定常状態の周期スパイク列の数であり、マッ

プの呈する現象の豊富さを特徴づける。第 2の特徴量は、ス

パイク遷移の集中度であり、マップの形状を基本動作を特徴

づける。これは、ランダムニューラルネットワークに対して

定義された状態遷移の集中度 [31] に基づいている。第 3 の

特徴量は、周期スパイク列への直接遷移の集中度であり、過

渡現象の局所吸引域を特徴づける。これらの特徴量を、分岐

ニューロン (BN [11]-[17])に関連する例題から導出する。BN

は、積分発火ニューロンモデルを参考としたスイッチ力学系

であり、その動作はアナログスパイクマップ (ASM)に帰着

することができ、様々なアナログスパイク列を呈する。この

ASM を離散化すると、DSM の例題が得られる。この例題

に関する結果を参考として、DSMの動作の基本的な分類を

試みる。この結果は、DSMの動作解析と応用の基礎になる

と思われる。

2. デジタルスパイクマップ

図 1 DSM

本論文では以下ように記述されるスパイク列を対象と

する。

Y (τ) =

{
1 for τ = τn

0 for τ �= τn

τn ∈ L ≡ {l0, l1, · · ·}, li ≡ i/N, i = 0, 1, 2, · · ·
(1)

ただし、τn は n番目のスパイク位置である。スパイク位置
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図 2 デジタル位相マップ (DPM)とスパイク列 (PST).
(a) 不動点 l0に対応する PST. (b) 周期 2の PEOに対
応する 2つの PST. (c) 周期 3の PEOに対応する 3つ
の PST.

は、直線上に配置された格子点の集合 L の中の離散的な値

をとる。li = i/N は i番目の格子点であり (iは非負整数)、

N は単位区間 [0, 1)あたりの格子点数である。あるスパイク

列 Y (τ)は、スパイク位置 τn の系列で記述されるものとす

る。デジタルスパイクマップ (DSM)は、L からそれ自身へ

のマップであり、スパイク列の動作を支配する:

τn+1 = F (τn), F : L → L. (2)

ただし、因果律を満たすために F (τn) > τn とする。図 1に

DSMとそのスパイク列の例を示す。τn は τn+1 を一意に決

めるので、ある初期スパイク位置 τ0 が与えられると、DSM

は一つのスパイク列 {τ0, τ1, τ2, · · ·}を生成する。ここで、簡
単のため、以下を仮定する:

F (τ + 1) = F (τ) + 1, F (τ) ∈ Ln+1 for τ ∈ Ln (3)

ここで Ln は n番目の格子点とする。

Ln ≡ {n + l0, · · · , n + lN−1}, L =

∞⋃
n=0

Ln,

初期スパイク位置は以下で与えられる。

τ0 ∈ L0 ≡ {l0, · · · , lN−1}

n番目のスパイク位置は以下を満たす。

τn ∈ Ln ≡ {n + l0, · · · , n + lN−1}

条件 (3) に基づき、位相変数 θn ≡ τn mod 1 を定義す

る。これを用いて、デジタルスパイク位相マップ (DPM)を

定義する。

θn+1 = f(θn) ≡ F (θn) mod 1, θn ∈ L0 (4)

図 2に DPMとスパイク列を示す。DPMは有限個の格子点

集合 L0 上の写像なので、定常状態は周期現象であり、アナ

ログマップのように非周期現象を起こすことはない。定常状

態に関する基本的な定義を与える。

定義 1: L0 上の点 p は、p = fk(p) であり, f(p) から

fk(p)が全て異なるとき、周期 kの周期点 (PEP)という。た

だし、fk は f の k回合成写像である。特に、周期 1の PEP

を不動点と呼ぶ。PEPの系列 {p, f(p), · · · , fk−1(p)} を (周

期 k の)周期軌道 (PEO)という。

ここで、図 2に示したように、周期 k の PEPは一つの

周期 kの PST (τk = τ0 +k)に対応することに注意する。す

なわち、周期 k の PEOは、k 個の PSTと対応する。例え

ば、図 2の DPMは、6個の PSTを持ち、初期値に依存し

てそのいづれかを呈する。次に、過渡現象に関する定義を与

える。

定義 2: L0 上の点 qは、PEPではないが、kステップで

ある周期点 pに落ち込むとき (fk(q) = p)、ステップ kの E

周期点 (EPP)という。特に、1スッテプである PEPに落ち

込む EPPを、その PEPの直接 E周期点 (DEPP)とよぶ。

ある EPPは、一つの PSTに落ち込む一つの過渡スパイ

ク列を与える。EPPは過渡現象を考えるための基本であり、

PSTへの吸引圏を構成する。

3. 基本特徴量
スパイク列の動作を考察するために、3つの特徴量を導

入する。第 1の特徴量は、PSTの数である。これは定常状

態の豊富さを特徴づける。

#PST = #{PEPs of f}

他の特徴量を導入するために、基本的な定義をする。DPM

の定義域 L0 の点 θ ∈ L0 が、f(θ) = li を満たすとき、θ を

格子点 liの親状態とよぶ。親状態は、スパイク位置と対応す

る格子点の逆像である。Niを格子点 liの親状態の数とする。

Ni = #{θ | f(θ) = li},
N−1∑
i=0

Ni = N,

ただし、li = i/N , i = 0 ∼ N − 1である。第 2の特徴

量は、スパイク遷移の集中度であり、次式で定義される。

Cl =
1

N

N−1∑
i=0

N2
i

もし、親状態が少数の格子点に集中するとき、Cl は大き

くなる。DPMが 1:1の写像であるとき、最少値 Cl = 1を

とる。この特徴量は、ランダムネットワークに対して導入さ

れた状態遷移集中度 [31]に基づいており、DPMの「形状」

を特徴づける。DPM は様々な「形状」をとることができ、



アナログマップのように多項式などで記述することは困難で

ある。

第 3の特徴量は、周期スパイク列への直接遷移の集中度

Ce である。その定義の基礎として、DEPPは PEPの親状

態であることに注意する。いま、あるDPMがM 個の PEP,

p1, · · · , pM を持つとする。これはM 個の PSTに対応する。

qを pk への DEPP (f(q) = pk)とし、Mk をその数とする。

Mk = #{q | f(q) = pk}

この分布の 2次モーメントが特徴量である。

Ce =
1

M

M∑
k=1

M2
k ,

DEPPが少数の PEPに集中すると、Ce は大きくなる。

L0の全ての点がPEPであり、DEPPが存在しないとき、Ce

は最小値 0 となる。Ce は PEPの局所吸引域を特徴づける。

4. 分岐ニューロンに基づくDPMの基本分類
特徴量を用いて DPMの動作を分類していくための第一

歩として、分岐ニューロン (BN [11]-[14])に基づく DPMを

考察する。BNは、スパイキングニューロンの簡素なモデル

ともみなせるスイッチ力学系である。

周期的なベース信号 b(τ)と一定のしきい値の間の積分発

火動作を繰り返すことにより、BNは様々なアナログスパイ

ク列を生成できる。その動作は、次のアナログスパイク位相

写像 (APM)に支配される。

θn+1 = θn + 1 − b(τn) mod 1 ≡ fa(θn) (5)

ただし、θn ∈ [0, 1)はアナログスパイク位相である。ベース

信号として様々な形状を考えることができるが、ここでは正

弦波の場合を考える。

b(τ) = −k sin 2πτ, 0 < k < 0.73

簡単のため、0 < k < 0.73とする。このとき、対応する

DPM は条件 (3) を満たす。k が変化すると、BN は様々な

分岐現象を呈する [11]-[16]。この APMを次のように離散化

すると、DPMを得る。

θn+1 =
1

N
INT(Nfa(θn) + 0.5) ≡ fd(θn) (6)

ただし、θn ∈ L0であり、INT(X)はX の整数部である。こ

こで、この DPMは APMの近似ではないことに注意する。

APMを離散化すれば DPMとなるが、DPMを補間すれば

APMとなり、両者の間には主従関係はない。

ここで、Cl、Ce、#PSTの 3つの特徴量を用いてDPM

の分類を試みる。一般的な議論は困難であるので、図 4に示

したDPMの例を用いる。これは、図 3のAPMをN = 128

で離散化したものである。

パターン 1: ClもCeも非常に大きい。親状態が少数の格

子点に集中し、DEPPも少数と PEPに集中している。図 4

(a)に典型例を示す。k = 0.159 ≡ ka では、ほとんどすべて

の親状態と DEPPが一つの不動点 pに集中している。対応

する APM(図 3 (a))の不動点 0.5は超安定 ( d
dθ

fa(0.5) = 0)

である。

(a) (b)

(c) (d)

図 3 アナログスパイク位相マップ (APM) の例. (a)
k = 0.159 ≡ ka (b) k = 0.559 ≡ kb (c) k = 0.581 ≡ kc

(d) k = 0.706 ≡ kd.

パターン 2: Cl
.
= 2, Ce は非常に大きい。k が増加する

と Cl が 2に近づくことが解っている (図 5)。そして、この

パターンでは多くの DEPP をもつ PEP が存在する。図 4

(b) に典型例を示す。この DPMは 8つの周期 4の PEPsと

2つの不動点をもつ。いくつかの周期点は、APMの極値の

近くに対応するところに存在する。このような周期点はたく

さんの DEPPを持つことができる。

パターン 3. Cl
.
= 2, Ce は非常にい小さい。DEPP は

P各 PEPで分散している。図 4 (c) に典型例を示す。この

DPMは 4つの周期 2の PEPと 2つの不動点をもち、対応

するAPM(図 3 (c))はカオスを呈する。PEPの数は少なく、

局所吸引域は狭い。

パターン 4. Cl
.
= 2 で Ce は小さい。PST の数は非常

に大きく、DEPPは各 PSTに分散している。図 3 (d)に典

型例を示す。この DPM は 18 個の PST をもち、対応する

APM(図 3 (d))はカオスを呈する。Ce が小さいと、PSTへ

の過渡現象は長くなる傾向がある。

図 5 にパラメータ k に対する 3 つの特徴量の変化を示

す。DPMは、k = ka 付近でパターン 1となる。kを増加さ

せると、Cl は 2に近づくが、Ce と#PSTは複雑に変化し、

パターン 2, 3, 4 の現れ方は複雑である。

5. 結び

DSM の呈するスパイク列の定常状態と過渡現象を解析

するために、3 つの特徴量を導入した。BN に基づく DSM

の例題から特徴量を算出し、DSMの動作を基本的な 4つの

パターンに分類した。今後の課題は、様々なクラスの DSM

からの特徴量の導出、現象の詳細な分類、学習系の構築、ス

パイク信号に基づく工学的応用、等である。
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図 4 DPM の例 (N = 128). (a) k = 0.159 = ka,
Cl = 4.81, Ce = 200, #PST = #PEP = 2.
(b) k = 0.559 = kb, Cl = 2.56, Ce = 10.8,
#PST = 10 (#PEO=4). (c) k = 0.581 = kc,
Cl = 2.38, Ce = 0.33, #PST = 6 (#PEO=4). (d)
k = 0.706 = kd, Cl = 2, Ce = 1, #PST = 18
(#PEO=8. PEOはカラーで分類).

0

2

4

6

8

10

0.1 0.3 0.5 0.7

Cl

#PST

0

20

40

60

0.1 0.3 0.5 0.7

Ce

(a)

(b)

(c)

0.1 0.3 0.5 0.7

図 5 パラメータ kに対する基本特徴量 (N = 128). 図
4 (a)-(d) は点 ka-kd で得られる. (a) #PST (スパイ
ク列数), (b) Cl (スパイク位置遷移の集中度), (c) Ce

(PSTへの直接遷移の集中度).
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