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In this thesis, we consider Growth Optimal Portfolio (GOP), which maximizes the

expected logarithmic utility of the terminal portfolio wealth. We compare the GOP

portfolio and the market portfolio theoretically and also through statistical comparison

of the past Dow Jones 30 companies market data during 1990’s. We show the significant

rationality in GOP investment strategy from the historical data.

1.はじめに
GOPとは対数効用関数を最大化し、市場ポートフォリ

オを補完する重要な投資基準である。1 種類の安全資産
と複数のリスク資産から構成され、かつ、外部との資本の
やりとりがない自己充足的 (self-financing)なポートフォ
リオを考え, リスク資産価格は確率過程に従うとする。
ポートフォリオのボラティリティを所与としたとき、ド
リフトを最大化させる、すなわち期待収益率を最大化さ
せるリスク資産の投資比率の組合せは、安全資産への投
資比率の関数となることが知られている。ここでさらに、
安全資産の投資比率の関数として表されたポートフォリ
オのドリフトの対数を最大にするように、安全資産の投
資比率を選択したポートフォリオのことを GOPという.

割引債の理論 価格に関しては、現実確率のもとで観測可
能な GOP をニューメレールとして算 出していることが
特徴的であり、デリバティブの価格付けにおいて一般的
に用 いられるリスク中立確率測度は用いられない。
本論文では PLATEN, Eckhard; HEATH, David(2006)

の理論に基づき、Growth Optimal Portfolio(GOP)を構
築及び数値実験を行った。このＧＯＰポートフォリオか
ら得られる最適投資比率をダウジョーンズ３０社の１９
９０年代の市場データに適応しその有効性と意義を検討
する。

2.ベンチマークモデル
(1)投資の定義

d の危険資産と１つの安全資産からなる連続金融市場
モデルを考える。

B(t)は安全資産、
B(t) = {B(t), t ∈ [0, T ]}

B(t) = exp

∫ t

0

r(s)ds (1)

ここで r = {r(t), t ∈ [0, T ]} は短期金利、Sj(t) =

{Sj(t), t ∈ [0, T ]} は j,∈ {1, 2, ..., d} は株価とし、株
価 S(j)(t)は次の微分方程式 (SDE)を満たすものとする、

dS(j)(t) = S(j)(t)

(
aj(t)dt+

d∑
k=1

bj,k(t)dW k
t

)
(2)

ここで、bj,k は j 番目の株価と k 番目のウィナープロセ
スのボラティリティである。ボラティリティ bj,k は以下
の条件を満たすと仮定する。

∫ T

0

d∑
j=1

d∑
k=1

(bj,k(t))2dt <∞

そして, 平均項 aj = {aj(t), t ∈ [0, T ]}, j ∈ {1, 2, .., d}
は、以下の条件を満たすとする。

∫ T

0

d∑
j=0

‖αj(s)‖ds <∞



もし、証券の数がウィナープロセスの数より多いなら
ば、余分な証券を持っていることになり、ウィナープロ
セスの数より少なければ非完備の市場モデルであるため、
同じ数のウィナープロセスでモデリングを行う。
そのために次を仮定する。

・ボラティリティ行列 b(t) = [bj,k(t)]dj,k=1 は t ∈ [0, T ]

で逆行列 b−1(t) = [bj,k(t)]d−1j,k=1 が存在する

θk(t)をリスクの市場価格とし、以下の関係式で定義する

θk(t) =
d∑

j=1

b−1,j,k(t)(aj(t) − r(t)) (3)

t ∈ [0, T ], k ∈ {1, 2, .., d}

以上より、(2)の SDEは以下方程式を満たす、

dSj(t)
Sj(t)

=

(
r(t)dt+

d∑
k=1

bj,k(t)(θ(t)dt+ dW k
t )

)
(4)

t ∈ [0, T ], j ∈ {1, 2, .., d}

(2)ポートフォリオ）

δ = {δ(t) = (δ0(t), δ1(t), ..., δd(t))T , t ∈ [0, T ]} を取
引戦略とし、伊藤積分∫ t

0

δj(s)dS(j)(t)

が定義できるものとする。
ここで、δj(t), j ∈ {0, 1, .., d}は時刻 tで第 j 資産の保有
数を表している。時刻 t のポートフォリオの価値プロセ
ス S(δ) = {S(δ)(t)}, t ∈ [0, T ]は、

Sδ(t) =
d∑

j=0

δ(j)(t)S(j)(t)

である。
取引戦略 δ とポートフォリオ S(δ) が以下の方程式を満た
すとき自己調達戦略という。

dSδ(t) =
d∑

j=0

δ(j)(t)dS(j)(t) (5)

これは、ポートフォリオ価値のすべての変化が取引によ
る損益によるものだけであることを示している。
πj

δ(t)は j番目の価格プロセス Sj(t)に対する投資割合で
あり、以下のように表現される

π
(j)
δ (t) = δ(j)(t)

Sj(t)
Sδ(t)

この関数 πj(t)は投資割合なので,明らかに

d∑
j=0

πj
δ(t) = 1

となる。
(9),(6),(10) 式によりポートフォリオの価値 Sδ(t) の
SDEは以下の式を満たす

dSδ(t)
Sδ(t)

=

(
r(t)dt+

d∑
k=1

bkδ (t)(θk
(t)dt+ dW k

t

)
(6)

このとき、(12) 式での k 番目のポートフォリオのボラ
ティリティは

bkδ (t) =
d∑

j=1

π
(j)
δ (t)bj,k(t)

ポートフォリオのドリフト項は

aδ(t) = r(t) +
d∑

k=1

bkδ (t)θk
(t)

となる。
S(δ)(t)の割引価値を

S
(δ)

(t) =
S(δ)(t)
B(t)

とする。
その SDEは以下の微分方程式を満たす、

dSδ(t) = Sδ(t)

d∑
k=1

bkδ (t)(θk(t)dt+ dW k
t

=
d∑

k=1

ψk
δ (t)(θk(t)dt+ dW k

t ) (7)

(ψk
δ (t)は拡散係数であり、

ψk
δ (t) = Sδ(t)bkδ (t) =

d∑
j=1

δ(j)(t)
S(j)(t)
B(t)

bj,k(t)

割引後の株価 S̄δ のドリフト項 αδ(t)は

αδ(t) =
d∑

k=1

ψk
δ (t)θk(t)



時刻 t での割引後ポートフォリオ価値 S̄δ(t) の不確実性
はその総拡散係数と総ボラティリティにより測定するこ
とができる。
S

(δ)
> 0の総拡散係数 γ(δ)(t)を

γδ(t) =

√√√√ d∑
k=1

(ψk
δ (t))2

と定義すると、総ボラティリティ bδ(t)は

bδ(t) =
γδ(t)

S
(δ)

(t)
(8)

となる。

3.最適ポートフォリオの定義
(1)最適ポートフォリオ

総拡散係数 γ が

γδ̂(t) = γδ(t)

のとき、その時の αが

αδ̃(t) ≥ αδ(t)

の条件を満たすとき、その戦略 δ̃のポートフォリオ S(δ̃)(t)

は最適ポートフォリオであると定義する。
総リスクの市場価格は

‖θ‖ =

√√√√ d∑
k=1

(θk(t))2 (9)

t ∈ [0, T ] で厳格に０より大きいと定義すると有限で
ある。

0 < ||θ(t)|| <∞

ここで、シャープレシオを導入する。シャープレシオ
Hδ(t) とはポートフォリオにおける超過リターンがポー
トフォリオのリスクに占める割合である。つまり、割引
株価とリスクプレミアムの比率として S(δ) の時刻 tでの
総ボラティリティ bδ(t)によって求まる。

pδ(t) =
αδ(t)
S̄(δ)(t)

(20)式より

Hδ(t) =
pδ(t)
bδ(t)

=
αδ(t)
γδ(t)

(10)

となる。

Sδ においてそのシャープレシオHδ(t)は以下の条件を
満たし、

Hδ ≤ |θ(t)| (11)

シャープレシオとリスクの市場価格が同値であるときそ
のポートフォリオ Sδ(t) は最適ポートフォリオである。
そのときの割引後株価プロセス S̄δ は以下の SDE をみ
たす。

dS̄δ(t) = S̄δ(t)
bδ(t)
|θ|(t)

d∑
k=1

θk(t)(θk(t)dt+ dW k
t ) (12)

そのときの最適投資割合は

π
(j)
δ (t) =

bδ(t)
|θk(t)|

π
(j)
δ∗

(t) (13)

となる。

4.モデル
まず、市場に投資可能なポートフォリオをもつ n ∈

{1, 2, ..., n} の投資家が存在すると仮定する。その中の l

番目の投資家がもつポートフォリオを Sδl , l ∈ {1, 2, ...n}
とする。すべての投資家の投資可能な総ポートフォリオ
を市場ポートフォリオとして、以下のように表現する

Sδ(t) =
n∑

l=1

Sδl(t) (14)

市場ポートフォリオの SDEを考えるために、次のような
仮定を行う
市場ポートフォリオ Sδ は明確に正の値をとり、GOP

の投資割合である π0
δ∗

(t) は t ∈ [0, T ] において１ではな
い。割引総市場ポートフォリオ S̄δ(t)の SDEは

dS̄(t) =
n∑

l=1

dSδl(t)

となり、

dS̄(t) =
n∑

l=1

(S̄δl(t) − δ0l )

(1 − π
(0)
δ∗

)
(θk(t)dt+ dW k

t ) (15)

=
n∑

l=1

(1 − π0
δ (t))

(1 − π
(0)
δ∗

)
(θk(t)dt+ dW k

t )

安全資産価格は初期時点での投資割合が０となるので、

π0
δ (t) = 0 (16)

t ∈ [0, T ]

これらのより、以下の割引総ポートフォリオの SDEは
以下の式となる

dS
δ
(t) =

S
δ
(t)

1 − π0
∗(t)

d∑
k=1

θk(t)(θk(t)dt+ dW k
t ) (17)

t ∈ [0, T ]



5.シミュレーション
本論文の理論に沿ってシュミレーションを行う。今回

使用したデータは 1991年から 1997年までの DowJones

の 30種の銘柄を分析対象とした。
GOPの最適投資割合を

π
(j)
δ∗

=
d∑

k=1

θk(t)b−1,j,k(t)

としてシュミレーションを行い、各銘柄別の投資割合を
年ごとに導出した。図１は 1991 年から 1997 年の 30 種
の投資割合の合計値である。

図 1 年度別の投資割合の合計

この投資割合の合計が１になるように安全資産を組む
ことによって GOPの価格が求まる。

6.結び
本研究では、GOP のポートフォリオの構築を行い、

GOP が市場ポートフォリオと安全資産から成り立つこ
とがわかった。理論上 GOPは価格付けにおいて測度変
換の必要がなく、確定的な関数を使っているため、比較
的簡単に価格付けがおこなえることがわかった。
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