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二項モデルを用いた SABRモデルの
アメリカ型オプションの評価

EVALUATIONS OF AMERICAN OPTION UNDER

THE SABR MODEL USING A BINOMIAL TREE

石井 洋輔
Yousuke ISHII

指導教員 浦谷 規

法政大学大学院工学研究科システム工学専攻修士課程

As a stock price process, the Black-Scholes model is traditionally used to estimate

option prices, however the volatility of the Black-Scholes model is assumed to be a

constant. It is well known that the volatility changes in financial markets. In this

thesis, the SABR model which was introduced by Hagan, Kumar, Lesniewski and

Woodword (2002) and is one of stochastic volatility models, is used and an American

option is considered under the model. The SABR model is approximated as a binary

tree using the method of Vellekoop and Nieuwenhuis (2009). In this paper, features of

exercise boundaries and Greeks of American put option are studied.
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1.はじめに
ヨーロッパ型オプションにおいては, 権利の行使時刻

が満期と決まっており, その価格についてはブラック・
ショールズモデル (BSモデル)に対して, BS公式によっ
て求めることができる. その他のモデルに対しても陽な
形や, モンテカルロ法で容易に価格を求めることができ
る. しかし, 期間中いつでも権利を行使できるアメリカ型
オプションの場合はその様に簡単には求まらない.

　オプションには資産購入の権利であるコールオプショ
ンと資産売却の権利であるプットオプションがあり, あ
る条件のもとではコールオプションにおいてはヨーロッ
パ型とアメリカ型の理論価格が等しいことが知られてい
る. プットオプションに関しては両者が異なり, 数値計算
によって価格を求めることが必要となる.

　価格が BS モデル下でのアメリカ型プットオプション
価格の計算においては, 多くの数値計算手法が存在して
いる.しかし,モデルを複雑にしたときの数値計算方法は

確立されていない. 特にアメリカ型オプションの価格付
けで必要となる最適行使境界の構造を調べる研究は解明
すべき点が多くあると思われる. 本研究では, 参考文献
の [2], [3], [4] の手法を用いて確率ボラティリティモデル
である SABRモデルに対し二項近似を行い, 二項ツリー
を構築していき, オプション価格, 最適行使境界, グリー
クスについて考察を行っていく. これにより, オプション
の買い手に対しての権利行使の意思決定に有用であり,ま
た,売り手に対しても価格付けやヘッジに役立つものと考
える.

2.二項モデルでのアメリカ型オプションの価格付け
二項モデルによるアメリカ型オプションの価格付けを
考える.

(1)二項ツリーの構築

k をタイムステップ, i を資産価格水準とし, ノード
(k, i)での資産価格を Sk,i とし,時刻 ∆tの間に資産価格
が確率 p で u 倍,確率 q = 1 − pで d倍で株価が推移す
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る二項モデルは,図 1のような資産価格のツリーとなる.

Sk+1,i+1 = uSk,i

↗
Sk,i

↘
Sk+1,i−1 = dSk,i

図 1 株価の二項ツリー（二期間）

(2)アメリカ型オプションの価格付け

アメリカ型オプションは購入日から満期までの期間い
つでも権利を行使する事が可能なオプションである.この
オプションは各時刻で権利を行使した場合と,このまま保
有した場合での価値の比較を行い, オプション価格を導
いていく.この行使するかしないかの境目の資産価格を最
適行使境界とする. ここでは,二項ツリーにおけるアメリ
カ型プットオプションを考える. 満期 n ではオプション
の残存期間が無いので, S を満期 n での株価, K を行使
価格, r を金利としてオプションの価格 Pricen は次のよ
うになる.

Pricen(S) = max{K − S, 0}.

また, 時刻 k での価格は次のように満期からさかのぼる
事で求まる.ここでは S を時刻 k での株価とする.

Pricek(S) = max
[
K − S,

1
1 + r

(
pPricek+1(uS)

+qPricek+1(dS)
)]

.

max の中の一つ目の K − S を選択する事は権利を行使
する事を意味している.二つ目の式は権利を行使しなかっ
たときのオプション価値である.そして初めて権利を行使
した時点での S が行使境界価格となる.

3.SABRモデルと近似手法
BSモデルにおいては株価のボラティリティが定数で与

えられているが, 実際の市場ではボラティリティが変動
する事が知られていてその動きをうまく表現できない.そ
こでボラティリティが確率的に変化する確率ボラティリ
ティモデル, その中で Hagan et al. [1]によって提案され
た, SABRモデルについて本稿で扱っていく.

(1)SABRモデルの定義

リスク中立確率測度 Q の下でフォワード価格 Ft とボ
ラティリティ αt を次のように仮定する.

dFt = αtF
β
t dW 1

t , (1)
dαt = ναtdW 2

t . (2)

ここで β ∈ {0} ∪ [0.5, 1], ν > 0の定数とする.また, W 1

およびW 2 はリスク中立確率測度 Qの下で相関のあるブ
ラウン運動とし, 相関係数 ρ ∈ (−1, 1)を用いて次の様に
表す事ができる.

d[W 1,W 2]t = ρdt.

リスク中立確率測度のもとで配当が無い場合, フォワー
ド価格と株価の関係は次の様に与えられる,

Ft = Ste
R T

t
r(s)ds =

St

D(t, T )
.

ただし, r(t)を金利過程とし, D(t, T ) = e−
R T

t
r(s)ds を割

引過程とする. 従って, (1) 式は現在株価で表すと次式で
表される.

dSt = r(t)Stdt + αtS
β
t D(t, T )1−βdW 1

t , S0 = s. (3)

(2)二項ツリー

この節では SABR モデルに対し [2], [3], [4] の方法を
用いて二項近似ツリーを構築していく.

a.二項近似
　ここで Vellekoop and Nieuwenhuis[2]の方法を用いて
二項ツリーを構築していく.

　 (3) 式と (2) 式に対して, オイラー・丸山近似を用い
た. まず (3) 式に対して T を満期とし微小期間 ∆t =

T/n, n ∈ Nについて考えると

St+∆t = St + rtSt∆t

+ αtS
β
t D(t, T )1−β(W 1

t+∆t − W 1
t ).

ここでブラウン運動の定義よりWt+∆t −Wt は平均 0, 分
散∆tの正規分布に従う事に注意し,さらに近似を

St+1 = St + rtSt∆t

+ αtS
β
t D(t, T )1−βY 1

t+∆t

√
∆t (4)

とする. 同様にしてボラティリティ α についても (2) 式
に対して

αt+1 = αt + ναtY
2
t+∆t

√
∆t (5)

が得られる.ここで Y 1, Y 2 は次を満たす確率変数とする.

Q(Y 1 = i1, Y
2 = i2) =

1
4
(1 + i1i2ρ),

i1, i2 ∈ {−1, 1}.

(4) 式, (5) 式の二項近似では株価とボラティリティそれ
ぞれが２種類の枝を作るので一つの株価から４本の枝が
作られる.そして伸びた枝の先は必ずしも結合するとは限
らず, 計算付加が大きくなる.そこで計算負荷を減らすた
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めに再結合というものをする必要がある.ここではあらか
じめ株価とボラティリティそれぞれの取りうる最大値, 最
小値を期間ごとに求めていき, 任意の数で区切る事により
メッシュを設定する.最大値と最小値は (4)式と (5)式に
おいてボラティリティ αt がその時刻の最大値の場合に株
価の最大値, 最小値を得る. よって常に Y 2 = 1, Y 1 = 1

で株価は最大値 Smax
t , 常に Y 2=1, Y 1 = −1 で株価が

最小値 Smin
t をとる事になる.ボラティリティにおいては

(5) 式の右辺の二項目において負の値をとるパラメータ
がないためその時刻まで常に Y 2 = 1 のときボラティリ
ティの最大値 αmax

t , その時刻まで常に Y 2 = −1のとき
最小値 αmin

t をとる.メッシュの設定については次のよう
に任意の数で区切り,

∆St = (Smax
t − Smin

t )/(ms − 1),

∆αt = (αmax
t − αmin

t )/(ma − 1),

として, 各期間 t = 1, 2, · · · , n での i 番目の株価と j 番
目のボラティリティの点は次の様になる.

St,i = St,i + i∆St, αt,j = αt,j + j∆αt,

i = 0, 1, · · · , ms − 1, j = 0, 1, · · · , ma − 1.

ここで ms,ma は株価, ボラティリティの刻み数とし,

時間に関係なく一定とする. また, St,0 = Smin
t , αt,0 =

αmin
t,0 とする. お互いのメッシュが重なる点をグリッドと
呼び, 時刻 tでのグリッド集合を Gt とすると

Gt = {(St,i, αt,j)|i = 0, . . . , ms − 1,

j = 0, . . . , ma − 1}

と表す事ができる.

b.アメリカ型プットオプションの計算法
　ここで Vellekoop and Nieuwenhuis[2]の方法を用いた
アメリカ型オプションの計算法を説明していく.

　まず, 満期でのオプション価格を求める. 満期での
オプション価格はペイオフと等しくなるため, 満期 n

のグリッド (i, j) でのオプション価格 Pricen,i,j は行
使価格を K とすると次の様になる. ここで, Bn,i,j =

max{K − Sn,i, 0}を権利を行使したときの価格とすると

Pricen,i,j = Bn,i,j ,

i = 0, 1, · · ·ms − 1, j = 0, 1, · · · , ma − 1,

となる. Pricen,i,j はボラティリティノード j に関係なく
一定であるという事に注意する.

　次に一期前, つまり時刻 n − 1 でのオプション価格を
求めていく. 時刻 n − 1 に用意してある Gn−1 の 1 点
(Sn−1,i, αn−1,j)から (4)式と (5)式を用いて時刻 nでの
株価とボラティリティ S̃n,i と α̃n,j を求める.ここで事前

に用意した株価とボラティリティのグリッド集合 Gn に
(S̃n,i, α̃n,j) が属しているとは限らない事に注意する. 例
として Y1 = 1, Y2 = 1 のときに (4) 式, (5) 式を用いて
計算して求まった S̃n,i と α̃n,j を仮に x, y とすると, グ
リッドの集合 Gn の中に４点, x, y を囲むグリッドがあ
る.（図 2 を参照）つまり, 株価とボラティリティそれぞ
れについて次を満たす変数 l, mが唯一存在する.

Sn,l ≤ x < Sn,l+1, αn,m ≤ y < αn,m+1,

l = 0, 1, · · · ,ms − 1, m = 0, 1, · · · , ma − 1.

ただし, Sn,ms−1 = x, αn,ma−1 = y となることも
ある. そしてこの x と y を囲む 4 点, (Sn,l, αn,m),

(Sn,l, αn,m+1), (Sn,l+1, αn,m), (Sn,l+1, αn,m+1)に先ほ
ど計算した x, yからの比を考える. Z11を Y 1 = 1, Y 2 =

1の場合のそれぞれの点の重みと考え次のようになる.

Z11
1 = (1 − x̃)(1 − ỹ), Z11

2 = x̃(1 − ỹ),
Z11

3 = (1 − x̃)ỹ, Z11
4 = x̃ỹ.

ここで x̃, ỹ は次のように決まる.

x̃ =
x − Sn,l

Sn,l+1 − Sn,l
, ỹ =

y − αn,m

αn,m+1 − αn,m
.

ここで重みが決まった.一期前からの一本の枝を囲む 4点
について図 2をのせる.

図 2 (x, y) = (S̃n,i, α̃n,j)を囲む 4点と比重のイメージ

Y 1, Y 2 の残りの 3つの組み合わせに対しても同様に各
(S̃n,i, α̃n,j)を囲む 4点を求め,比重 ZY 1,Y 2

1 , · · · , ZY 1,Y 2

4

を求める.

　次に, 満期 nからオプション価格を割り引いていく.前
の手順で関係する時刻 nでのグリッドは 16点あり, それ
らにはあらかじめ求めておいた Pricen,l,m というものが
あるので, Pricea,b,z

n−1,i,j をオプション価格に重みを乗じた
ものとすると,

Pricea,b,z
n−1,i,j = Pricen,l,m × Za,b

z .
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となる. ここで a = Y 1, b = Y 2, を表す添字とし, z =

1, 2, 3, 4の先ほど求めた重みを表す添字とする.各枝に関
する推移確率は

Q(Y 1 = 1, Y 2 = 1) =
1
4
(1 + ρ),

Q(Y 1 = 1, Y 2 = −1) =
1
4
(1 − ρ),

Q(Y 1 = −1, Y 2 = 1) =
1
4
(1 − ρ),

Q(Y 1 = −1, Y 2 = −1) =
1
4
(1 + ρ),

となる.したがって, 割り引いたオプション価格はこれら
16 点の Pricea,b,z

n−1,i,j を割り引いた値の総和となる. つま
り最終的に求まる時刻 n− 1のグリッド (Sn−1,i, αn−1,j)

の権利を行使しない場合のオプション価格 Cn−1,i,j は,

Cn−1,i,j =
1

4er∆t
(1 + ρ)

4∑
z=1

Price1,1,z
n−1,i,j

+
1

4er∆t
(1 − ρ)

4∑
z=1

Price1,−1,z
n−1,i,j

+
1

4er∆t
(1 − ρ)

4∑
z=1

Price−1,1,z
n−1,i,j

+
1

4er∆t
(1 + ρ)

4∑
z=1

Price−1,−1,z
n−1,i,j

となる. この Cn−1,i,j はオプションを保有した場合の価
値である.したがって, 権利を行使した場合との比較を各
グリッドで行う必要がある. つまり Bn−1,i,j を行使した
ときの価値とし,

Pricen−1,i,j = max(Bn−1,i,j , Cn−1,i,j)
= max(K − Sn−1,i, Cn−1,i,j).

となる. ここで Bn−1,i,j を選択したノードと Cn−1,i,j を
選択したノードの境目が行使境界となる. これを時刻
n − 1の Gn−1 の全てのグリッドに対して行う.

　次に同じアルゴリズムで時刻 n − 2, n − 3, · · · , 1と前
に戻って計算していく事で時刻 1までのツリーを構築し
ていく.

　時刻 0 においてはグリッド集合が 1 点 (S0, α0) とい
うものしかない. この一点から 4 本の枝を (4) 式, (5) 式
を用いて求め, 時刻 1 でのグリッドの集合 G1 の中から
(S̃1,0, α̃1,0) という枝を囲む 4 点を探し, それぞれの重み
をかけたオプション価格は先ほどと同様に

Pricea,b,z
0,0,0 = Price1,l,m × Za,b

z

となる.したがって時刻 0でのオプション価格は, 16点の
Pricea,b,z

0,0,0 を割り引き, 確率をかけた値の総和となる. こ
こでさらに権利を行使した場合との比較を行い,

Price0,0,0 = max(B0,0,0, C0,0,0)

となる.これが時刻 0でのアメリカ型プットオプション価
格となる.これですべての時刻に対し,ツリーが構築され
た.またグリークスは中心差分法を用いて計算する.

4.数値実験と考察
このアルゴリズムに対して, パラメータを変化させる事
により行使境界がどのような影響をうけるかなどの考察
を行っていく. 実験で使うパラメータと基準とする値を
以下の表 1 に示す. また表 2 に使用したシミュレーショ
ン環境を載せる.

表 1 各パラメータの標準値

パラメータ 記号 値

株価の刻み数 ms 100

ボラティリティの刻み数 ma 20

期間の刻み数 n 100

初期株価 S0 100

初期ボラティリティ α0 0.1

満期 T 0.25

SABRモデルにおける β β 0.8

相関係数 ρ −0.3

金利 r 0.01

ボラティリティの変動率 ν 0.1

行使価格 K 100

表 2 シミュレーション環境

メーカー lenovo

型番 ThinkPad Edge11 (0328-RZ8)

OS Windows 7 HomePremium 32bit

CPU Intel Core i3 380UM (1.33GHz)

メモリ 4GB

開発言語 Microsoft Visual C++ 2010

(1)株価刻み数による変化

株価の刻み数 ms を 20 から 200 に変化させたときの
ms とオプション価格, 計算時間の関係を表 3に載せ, ms

の変化による時刻,ボラティリティと行使境界の関係のグ
ラフを図 3, 図 4に載せる.
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表 3 株価の刻み数ms, オプション価格と計算時間

刻み数ms オプション価格 計算時間 (秒)

20 1.912 0.8120

40 1.303 3.072

60 1.058 6.811

80 0.9253 11.66

100 0.8447 18.49

120 0.7962 26.20

140 0.7644 35.37

160 0.7437 46.28

180 0.7306 58.69

200 0.7230 72.00
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図 3 株価の刻み数ms = 20
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図 4 株価の刻み数ms = 200

　
表 3 及び, 図 3 と図 4 から株価の刻み数の変化と行使境
界の変化について次の結果が得られた.

・　刻み数を増やす事でオプション価格が低くなり, 徐々
に収束している.

・　刻み数が増えると計算時間は長くなり, ms が倍にな
ると約 4倍になる.

・　刻み数が増えると行使境界価格が上がる.

・　刻み数が少ないと早期行使の最初の時間が遅くなる.

・　基本的な構造としては, ボラティリティが小さいとこ
ろでは行使境界は高くなり, 時刻が大きくなると境界が
高くなることが分かる.他のパラメータについてもこの構
造は以下同様にみられた.

　より詳しい考察は本論文に記してある. 他のパラメー
タに対しても同様である.

(2)ボラティリティの刻み数による変化

ボラティリティの刻み数 ma を 10 から 100 に変化さ
せたときのma とオプション価格, 計算時間の関係を表 4

に載せ, ma の変化による時刻, ボラティリティと行使境
界の関係のグラフを図 5, 図 6に載せる.

　表 4及び, 図 5, 図 6から, 次の結果が得られた.

・　刻み数を増やしてもオプション価格に大きな影響を
与えない.

・　刻み数が増えると計算時間は長くなり, ma が倍にな
ると約 4倍になる.

・　刻み数を増やしても行使境界に大きく影響を与え
ない.

表 4 ボラティリティの刻み数ma,オプション価格と計算時間

刻み数ma オプション価格 計算時間（秒）

10 0.8445 4.581

20 0.8447 18.40

30 0.8448 41.18

40 0.8448 73.20

50 0.8448 114.1

60 0.8448 165.1

70 0.8449 226.2

80 0.8449 296.8

90 0.8449 375.0

100 0.8449 462.4
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図 5 ボラティリティの刻み数ma = 10
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図 6 ボラティリティの刻み数ma = 100

　

(3)期間刻み数による変化

期間の刻み数 n を 20 から 200 に変化させたときの n

とオプション価格, 計算時間の関係を表 5に載せ, nの変
化による時刻,ボラティリティと行使境界の関係のグラフ
を図 7, 図 8に載せる.
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表 5 期間の刻み数 n, オプション価格と計算時間

刻み数 n オプション価格 計算時間 (秒)

20 0.7032 3.560

40 0.7140 7.189

60 0.7333 10.83

80 0.78501 16.36

100 0.8447 18.28

120 0.9190 21.95

140 0.9860 25.62

160 1.059 29.28

180 1.127 32.67

200 1.195 36.58
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図 7 期間の刻み数 n = 20
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図 8 期間の刻み数 n = 200

　
表 5及び, 図 7, 図 8から次の結果が得られた.

・　 nを増やす事でオプション価格は高くなる.

・　 nを増やす事で計算時間は長くなり, nが倍になる
と倍になる.

・　 nを増やす事で行使境界が低くなる.

・　 nを増やす事で株価とボラティリティの幅が広がる.

・　 nが少ないと早期行使の最初の時間が遅くなる.

(4)初期株価による変化

初期株価 S0 を 94から 105に変化させたときの S0 と
オプション価格, デルタとガンマの関係を表 6に載せ, S0

の変化による時刻,ボラティリティと行使境界の関係のグ
ラフを図 9, 図 10に載せる.

　表 6及び, 図 9と図 10から次の結果が得られた.

・　 96 以下では直ちに行使する事が最適となり, ペイオ

フとオプション価格が等しく, S0 が高くなるとオプショ
ン価格は下がる.

・　デルタは常に負の値を取り, S0 が高くなると上がり,
0に近づく.

・　ガンマは常に正の値を取り, S0 が 100 付近で高くな
り, その後下降する.

・　行使境界価格は S0 が高くなると上昇する.

・　早期行使の最初の時間は S0 が高くなると遅くなる.

表 6 初期株価 S0, オプション価格, デルタ, ガンマ

初期株価 オプション価格 デルタ ガンマ

94 6

95 5 −1 0

96 4 −0.997 0.00417

97 3.004 −0.941 0.108

98 2.117 −0.805 0.163

99 1.393 −0.636 0.174

100 0.8447 −0.461 0.173

101 0.4695 −0.303 0.142

102 0.2371 −0.180 0.103

103 0.1080 −0.0966 0.0650

104 0.04388 −0.0461 0.0359

105 0.01570
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図 9 初期株価 S0 = 94
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図 10 初期株価 S0 = 105

　

(5)初期ボラティリティによる変化

初期株価 α0 を 0.05 から 0.5 に変化させたときの α0

とオプション価格, ベガの関係を表 7 に載せ, α0 の変化
による時刻,ボラティリティと行使境界の関係のグラフを
図 11, 図 12に載せる.
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表 7 初期ボラティリティ α0, オプション価格とベガ

初期値 α0 オプション価格 ベガ

0.05 0.3763

0.10 0.8447 9.46

0.15 1.323 9.52

0.20 1.797 9.33

0.25 2.256 9.40

0.30 2.738 9.53

0.35 3.210 9.37

0.40 3.676 9.29

0.45 4.140 9.31

0.50 4.608
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図 11 初期ボラティリティ α0 = 0.10
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図 12 初期ボラティリティ α0 = 0.45

表 7及び, 図 11と図 12から次の結果が得られた.

・　 α0 が上がる事でオプション価格は大きくあがる.

・　 α0 が上がる事でボラティリティの幅が広がる.

・　 ATMにおけるベガは常に正の値を取り, α0 による
影響はほとんど見られない.

・　行使境界価格は α0 が上がると下がる.

・　早期行使の最初の時間は α0 が高くなると遅くなる.

(6)ベータによる変化

β を 0 と 0.5 から 1.0 に変化させたときの β とオプ
ション価格の関係を表 8(ρ = −0.3, ρ = 0.3の場合)に載
せ, β の変化による時刻,ボラティリティと行使境界の関
係のグラフを図 13, 図 14に載せる.

　表 8及び, 図 13, 図 14から以下の結果が得られた.

・　 β が大きくなると, 株価の広がりが大きくなり, オプ
ション価格は高くなる.

・　相関係数が正の値を取るときの方が若干オプション
価格は高くなる, 相関係数の正負による β 変化の際のオ
プション価格の動きは同じである.

・　 β を大きくすると, 行使境界は低くなる.

表 8 ベータ β とオプション価格

ρ = −0.3 ρ = 0.3

ベータ オプション価格 オプション価格

0 0.001199 0.001786

0.5 0.1454 0.1568

0.6 0.2733 0.2930

0.7 0.4816 0.5148

0.8 0.8173 0.8720

0.9 1.359 1.448

1.0 2.196 2.339
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図 13 β = 0.0, (ρ = −0.3)
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図 14 β = 1.0, (ρ = −0.3)

(7)相関係数による変化

相関係数 ρ を −0.9 から 0.9 に変化させたときの ρ と
オプション価格, 感度解析の関係を表 9に載せ, ρの変化
による時刻,ボラティリティと行使境界の関係のグラフを
図 15, 図 16に載せる.

表 9 相関係数 ρとオプション価格と感度

相関係数 オプション価格 感度

−0.9 0.7632

−0.5 0.7992 0.0902

−0.1 0.8354 0.0909

0.0 0.8446 0.0912

0.1 0.8537 0.0915

0.5 0.8904 0.0922

0.9 0.9275
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図 15 ρ = −0.5
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図 16 ρ = 0.5

表 9及び, 図 15から図 16より以下の結果が得られた.

・　相関係数は増加するにつれオプション価格は微小に
増加する.

・　相関係数が増加すると感度は常に正の値をとり, 微小
に増加する.

・　行使境界に与える影響はほとんど見られない.

(8)BSモデルと SABRモデルの比較

この節では次の BSモデル

dSt = µStdt + σStdWt

との比較を行う. 各パラメータを SABRモデルに対して
は表 1, BS モデルに対しては表 10 のものを用い, 時刻,

ボラティリティと行使境界の関係をそれぞれ図 17, 図 18

に示し, 比較をした. BSモデルではボラティリティが一
定であるため, 図 18 においては比較を行うためにボラ
ティリティを作為的に 0.02 から 0.18 まで変化させたグ
ラフとなっている.

表 10 BSモデルにおける各パラメータ

パラメータ 記号 値

期間の刻み数 n 100

初期株価 S0 100

満期 T 0.25

金利 r 0.01

成長率 µ 0.01

行使価格 K 100
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図 17 SABRモデルにおける行使境界

 0
 0.05

 0.1
 0.15

 0.2
 0.25 0.06

 0.08
 0.1

 0.12
 0.14

 0.16
 0.18

 65

 70

 75

 80

 85

 90

 95

 100

stock

time

volatility

stock

 93
 94
 95
 96
 97
 98
 99
 100

図 18 BSモデルにおける行使境界

図 17と図 18より以下の結果が得られた.

・　行使境界価格はボラティリティが同じところでは同
じ動きをする.

・　 BSモデルにおいても, ボラティリティが低いと行使
境界価格が高くなり, 時刻が大きいと境界が高くなる構
造は同じ.

・　 SABRモデルでは初期行使までの時間が遅れる.

　図 18 では実際の行使境界は各ボラティリティ水準で
切った 2 次元グラフとなる. また, SABR モデルのパラ
メータms, n, β は行使価格に大きく影響を与える事から,

これらのパラメータを変化させた場合においてこの結果
は変ってくる事に注意する.

5.まとめ
本論文では, Vellekoop and Nieuwenhuis[2] の方法を
用いて SABRモデルを 2項近似し, SABRモデルで扱わ
れるパラメータの変化に対して, アメリカ型プットオプ
ション価格, 権利行使境界などがどの様な変化をするの
か, 各パラメータとの関係を見てきた.また, BSモデルと
の境界の比較を行った.この方法を用いるときに, 任意に
設定をすることができる株価刻み数ms, ボラティリティ
刻み数 ma, 期間刻み数 n については ms と n において
は価格や行使境界に与える影響が大きく ma はそれほど
影響はなかった. しかしこの 3 つのパラメータ, 特に ms

と ma は計算時間に大きく影響を与えるため慎重に選ぶ
必要がある.またオプション価格が上がると行使境界価格
が下がる傾向が全体で共通していた. BS モデルとの比
較では, ボラティリティが同じところであればどちらも
行使境界の変化は同様の動き方をしたが, 満期までの期
間中にボラティリティが変動したとき, BSモデルではオ
プションの買い手や売り手に損益を与える状況がうまれ
た. 今後の課題としては任意に設定することができるパ
ラメータの設定方法, 株価の行使境界への初到達時間の
分布, SABR モデルへの収束についての証明などを行う
必要がある.
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