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In this study, we consider a problem of finding factors of results in penalty shootouts (abbreviated to PSO) 

of football games. We check up 143 official football games and after PSOs, the first kicking PSO teams 

are confirmed to have tendency to win. 

London School of Economics and Political Science infer that first successes in PSO are main factor of 

wins in PSOs and they give pressures to the opponent teams. Our date reject the above inference of LSE & 

PS. 

Therefore, we construct a simple stochastic model in which each PSO is independent with equal 

probability of success. We demonstrate algebraically that if the success rate of PSOs of the first kicking 

PSO team is higher than that of the opponent team, then the first kicking team wins. Furthermore, our date 

fit quite well to the demonstrated result. 

It is truth that our stochastic model explains to PSOs very well. However, because we cannot reject all of 

inference of LSE & PS, it is needs that further analysis of PSOs. 

Keywords― Calculation of Probability, Unfairness, Triangular Struggle, Conditional 

Probability, Bayes’ Theorem, Penalty Shootout (PSO) 

 

1. はじめに 

サッカーの試合において，トーナメント戦や, ワール

ドカップの決勝トーナメントにおいては, 規定の試合

時間が終了しても決着がつかない場合には, 試合時間

を延長して, 勝敗を決定しようとする. しかし, 延長

戦でも勝敗が決しない場合には, 通称 PK 戦を実施す

る. [1],[2] 

PK 戦の勝敗データを見ると, 先攻の方が有利である

らしいことがわかる. [3] このことは, London School 

of Economics and Political Science (LSE)が 1970～

2000 年にかけて行われた主要な大会の PK 戦 2820 件を

分析した結果, 先攻のチームの約60％が勝利している

ことが報告されている.[4],[5]そして，国内において

は，PK 戦の研究は今までに，研究されておらず，それ

らは PK 戦ではなく規定試合時間内に起こりうる PK も

含めた，キッカーやキーパーに着目した戦略的なもの

だけであった．[6],[7],[8],[9] 

大相撲においては, 本割の結果, 相星の力士が 3 人

以上いる場合には何らかの方法で優勝者を決定する必

要がある. 相星の力士数により異なる決定方法等が規

定されているが, 3 人の場合の巴戦の場合に, 最初に

対戦する力士が有利であることを紹介する. つまり巴

戦の数理である. [10],[11],[12],[13] サッカーにお

いては, 大相撲の巴戦のように, 3 人の力士の強さが

同じ, つまり, 勝つ確率がどの対戦でも 1/2 という条

件の下でも, 不平等(unfairness)が発生するとは限ら

ない. そこで, 先攻のチームの誰もがペナルティキッ

クでゴールを決める確率を𝑢(0 < 𝑢 < 1), 後攻のチー

ムの誰もがペナルティキックでゴールを決める確率を

𝑣(0 < 𝑣 < 1), とおき, 常に一定値として, 前後の結

果の影響を受けないと仮定して, 先攻が勝つ確率, 後

攻が勝つ確率を計算し,𝑢 > 𝑣ならば先攻有利であるこ

とを示そうとして試みを紹介する． 

2. PK 戦の数理 

サッカーの PK 戦において PK 戦は，勝敗を決定しな

ければならないトーナメント戦のような場合であり，

延長戦でも得点数に差がないときには，PK 戦を行う． 

PK 戦の出場者は，延長戦終了時のゲーム出場者である



 

が，退場者が出たような場合は少ない出場者の人数ち

ょうどが PK 戦の PK 戦の出場者となる．したがって，

退場者がいない場合のPK戦の出場者は各チーム11人，

合計 22 人となる．退場者 1 名であれば，各チーム 10

人，合計 20 人となる．まず両方のチームが 5本のキッ

クを行う．先にキックする方を先攻，その後にキック

する方を後攻と呼び，何人目のキッカーがキックして

いるかを回と呼び，先攻を表(Top)，後攻を裏(Bottom)

と呼ぶことにする．例えば，先攻のチームの 3人目が

キックをするのは，3 回の表であり，後攻のチームの 5

人目がキックをするのは，5 回の裏という事になる． 

次に，先攻のチームを A，後攻のチームを Bとして

も一般性を失うことはない．ここで，A チームの𝑖回目

までのペナルティキックの成功回数を𝑠𝑖(𝐴)，失敗回数

を𝑡𝑖(𝐴)と書くと，どちらも整数値を値とし 

𝑠𝑖(𝐴) + 𝑡𝑖(𝐴) = 𝑖, 0 ≤ 𝑠𝑖(𝐴), 𝑡𝑖(𝐴) ≤ 𝑖    (2.1) 

が成り立つ．後攻の Bチームについても，同様に𝑠𝑖(𝐴)，

𝑡𝑖(𝐵)を定めることができて，(2.1)と同様な性質が成立

する．𝑠3(𝐴) = 3の時，𝑠2(𝐵)の値は，0,1,2 のいずれか

である． 

2.1 PK 戦の終了判定 

両チームが 5回目の表・裏のキックをする前に，他

方が 5回の表・裏のキックを行っても挙げられない得

点を一方のチームが挙げられたときには，PK 戦は終了

する．例えば，𝑠3(𝐴) = 3の時，𝑠2(𝐵)の値は，0,1,2 の

いずれかである．もし，𝑠2(𝐵) = 0であり，かつ𝑠3(𝐵) = 0

ならば，𝑠5(𝐵)の最大値は 2 である．したがって， 

𝑠3(𝐴) = 3,  𝑠3(𝐵) = 0 

ならば，3回の裏で PK 戦は終了し，先攻の Aチームの

勝利となる．これが，最も早く先攻の Aチームが勝つ

場合である．一方，最も早く後攻の Bチームが勝つと

きは，𝑠3(𝐴) = 0, 𝑠3(𝐵) = 3の場合だけである，PK 戦は

3 回の裏で終了し，後攻の B チームの勝利となる．ま

ず注意するのは，𝑠𝑖(𝐴)と𝑡𝑖(𝐴)は(2.1)の関係が常に成

り立つので，考慮するのは𝑠𝑖(𝐴)と𝑠𝑖(𝐵)の値だけでよい

ことがわかる．次に，𝑠𝑖(𝐴), 𝑠𝑖(𝐵)は共に𝑖について単調

非減少であるから，1番大きい𝑖の値に対する

𝑠𝑖(𝐴), 𝑠𝑖(𝐵)の値により，PK 戦の終了を判定することは

可能である． 5回の裏の時点で，𝑠5(𝐴) = 𝑠5(𝐵)ならば，

勝負はつかないので，6回目が行われる．6回目の時点

で，𝑠6(𝐴)と𝑠6(𝐵)の値が異なれば，PK 戦終了する．

𝑠6(𝐴) = 𝑠6(𝐵)ならば，7回の表・裏に突入することに

なる．このように，PK 戦は決着がつくまで続行するが

両チームの PK 戦の出場者がすべてキックしても勝敗

がつかない場合には，2巡目の PK 戦が開始される．キ

ックの順番は 1 巡目と違っても構わない． 

さて，𝑠𝑖(𝐴)と𝑠𝑖(𝐵)の値を比較することにより，PK

戦の終了，および勝利チームの決定が出来ることは，

今までの議論より明らかであろう． 

 

(i) 𝑖 = 3 𝑠3(𝐴) = 3, 𝑠3(𝐵) = 0 ならば先攻の A

チームの勝ちであることは，既に示した．つ

まり， 

𝑖 = 3, 𝑠3(∗) = 𝑠3(+) + 3       (2.2) 

ならば，*チームの勝利である． 

 

(ii) 𝑖 = 4 𝑠4(𝐴) = 4, 𝑠4(𝐵) = 0,1,2 

      𝑠4(𝐴) = 3, 𝑠4(𝐵) = 0,1 

      𝑠4(𝐴) = 2, 𝑠4(𝐵) = 0 

の場合が 4回の裏で先攻の A チームが勝つ場

合である．ところが，𝑠4(𝐴) = 4, 𝑠4(𝐵) = 0な

らば𝑠3(𝐴) ≥ 3, 𝑠3(𝐵) = 0であり，これは

𝑠3(𝐴) = 3, 𝑠3(𝐵) = 0となるから，𝑖 = 3の決着

がつく場合となってしまう．一方，

𝑠4(𝐴) = 4, 𝑠3(𝐵) = 1 

ならば，4回の表で Aチームの勝利となる．

同様に，𝑠4(𝐴) = 3, 𝑠3(𝐵) = 0の場合にも 4 回

の表で A チーム勝利である．したがって， 

(ii)-(a)  

4回の表でAチームの勝利となるための判定条件

は 

𝑠4(𝐴) = 𝑠3(𝐵) + 3         (2.3) 

(ii)-(b)  

4 回の裏で*チームの勝利となるための判定条件

は 

𝑠4(∗) = 𝑠4(+) + 2         (2.4) 

 

(iii) 𝑖 = 5 

(iii)-(a)  

5 回の表で A チームの勝利となるための判定条件

は 

𝑠5(𝐴) = 𝑠4(𝐵) + 2        (2.5) 

である． 

(iii)-(b)  

5 回の裏で*チームの勝利となるための判定条件

は 

𝑠5(∗) = 𝑠5(+) + 1       (2.6) 

となる． 

2.2 PK 戦の終了判定 ((𝒊) ≥6) 

5 回の表・裏で，𝑠5(𝐴) = 𝑠5(𝐵)ならば，先攻の A チ

ームも後攻の B チームも勝利を得ることはない．した

がって，PK 戦は 6回に突入する．いわゆるサドンデス

方式である．つまり，両チームの成功数に差がつくこ

とが確定すれば，PK 戦は終了する． 



 

𝑠5(𝐴) = 𝑠5(𝐵) 

であるから，6回目で*チームが勝つのは 

𝑠6(∗) = 𝑠6(+) + 1             (2.7) 

の場合である．この方式が成り立つのは，サドンデス

方式であっても，PK 戦が終了するのは 6回の裏の時点

である．6回の裏で決着がつかないのは，(2.7)が成り

立たない場合である．その後は 6回の表・裏の解析と

同様であるから，𝑖 ≥ 6のときに𝑖回目の裏で決着がつい

て*チームが勝利して PK 戦が終了する判定条件は 

{
𝑠𝑗(𝐴) = 𝑠𝑗(𝐵)  𝑗 = 5,6, ⋯ , 𝑖 − 1

𝑠𝑖(∗) = 𝑠𝑖(+) + 1
     (2.8) 

である． 

2.3 単純確率モデル 

 先攻の Aチームが成功する確率を𝑢 (0 < 𝑢 < 1)とす

る．つまり，Aチームのペナルティキックが成功する

確率は，誰がいつキックしても一定の値  𝑢という事で

ある．同様に，後攻の Bチームのキッカーが成功する

確率を𝑣(0 < 𝑣 < 1) とおく．Bチームのペナルティキッ

カーが成功する確率は，誰がいつキックしても一定の

値 𝑣 という事である．したがって，各回のキックは独

立であって，前後の影響を受けない．これが，単純で

はあるが，PK 戦の確率モデルである． 

 この確率モデルの下で，前節の判定条件を適用して，

PK 戦で先攻，後攻が勝つ確率を求める．2回の表・裏

で PK 戦の決着がつかないことを示したから，回数を表

すインデックス 𝑖 は 𝑖 ≥ 3 の場合を考えることになる． 

(i) 𝑖 = 3,  

3 回の表で先攻のチームが勝つことはないから，3 回の

表・裏が終了した時点で(2.2)の判定条件を適用すれば

よい．したがって，先攻の A チームが 𝑖 = 3 のとき勝つ

確率は𝑢3(1 − 𝑣)3であり，後攻の Bチームの場合は，

𝑢3(1 − 𝑢)3 となり，𝑢と𝑣を入れ換えれば他のチームが

勝つ確率となっていることがわかる． 

(ii) 𝑖 = 4  

(ii)-(a)  4 回の表で，先攻が勝つ場合は，判定条件

は(3.3)であるから，その確率は𝑢4𝑣(1 − 𝑣)2 ×3 𝐶1と

 𝑢3(1 − 𝑢)(1 − 𝑣)3 ×3 𝐶1 の和である． 

一方，4回の表で後攻の B チームが勝つ確率は，

𝑢(1 − 𝑢)3𝑣3 ×3 𝐶1 + (1 − 𝑢)4 × 𝑣2(1 − 𝑣) × 3  

であり，成功と失敗を入れ換えると 4回の表で先攻が

勝つ確率となる． 

(ii)-(b) 4回の裏で*チームが勝つ判定条件は，(2.4)

であるから，*チームが勝つ確率は簡単に計算できる．

その確率の式で，𝑢と𝑣を入れ換えると+チームが 4回の

裏で勝つ確率となる． 

(iii) 𝑖 = 5  

5 回の表で PK戦の決着がつく確率を求めることができ

る． 

ここで，次の記号を導入する． 

𝑝 (A; 𝑖𝑡), 𝑝 (B; 𝑖𝑡)は，𝑖回の表までに勝つ確率，

𝑝 (A; 𝑖𝑏), 𝑝 (B; 𝑖𝑏)は，𝑖回の表までに Bチームが勝つ確

率とする．先攻の Aチームが後攻の Bチームに 5 回の

裏までに勝つのは，15 パターン，210 通りあるので，

それらをすべて加えて， 

𝑝 (A; 5b) = 5𝑢(1 − 5𝑣 + 10𝑣2 − 10𝑣3 + 5𝑣4 − 𝑣5)

− 10𝑢2(1 − 10𝑣 + 30𝑣2 − 40𝑣3

+ 25𝑣4 − 6𝑣5)

+ 10𝑢3(1 − 15𝑣 + 60𝑣2 − 100𝑣3

+ 75𝑣4 − 21𝑣5)

− 5𝑢4(1 − 20𝑣 + 100𝑣2 − 200𝑣3

− 175𝑣4 − 56𝑣5)+𝑢5(1 − 25𝑣 + 150𝑣2

− 350𝑣3 − 350𝑣4 − 126𝑣5) 

       (2.9) 

となる． 

一方，𝑝 (B; 5b)は今までの議論から(2.9)において𝑢と𝑣

を入れ換えればよいので， 

𝑝 (A; 5b) = 5𝑣(1 − 5𝑢 + 10𝑢2 − 10𝑢3 + 5𝑢4 − 𝑢5)

− 10𝑣2(1 − 10𝑢 + 30𝑢2 − 40𝑢3

+ 25𝑢4 − 6𝑢5)

+ 10𝑣3(1 − 15𝑢 + 60𝑢2 − 100𝑢3

+ 75𝑢4 − 21𝑢5)

− 5𝑣4(1 − 20𝑢 + 100𝑢2 − 200𝑢3

− 175𝑢4 − 56𝑢5)+𝑣5(1 − 25𝑢 + 150𝑢2

− 350𝑢3 − 350𝑢4 − 126𝑢5) 

      (2.10) 

となる．実際にすべての場合を考えると，15パターン，

210 通りあり，そこからも(2.10)の式が導かれる． 

さて，各回は独立試行と考えてよいから，𝑖回(𝑖 ≥ 6)

の裏にサドンデス方式で PK 戦の勝敗が決まる確率は，

5 回までに決まらない確率 

𝑅 = 1 − {𝑝 (A; 5) + 𝑝 (B; 5)} 

に，6回，7回，…，𝑖 − 1回で勝敗が決しない確率と𝑖回

の裏で勝敗が決する確率をすべて掛け合わせてやれば

よい．𝑖回の裏で決着がつくのは，(2.8)の 2 番目の式

から， 

𝑝(1 − 𝑞) + (1 − 𝑝)𝑞 

であり，第 1 項は先攻の A チームが勝つ確率，第 2 項

は後攻の Bチームが勝つ確率である．また，(2.8)最初

の式が成り立つ確率は， 

𝑝𝑞 + (1 − 𝑝)(1 − 𝑞) 

である．以上より，𝑖 ≥ 6のときに𝑖 回の裏に PK 戦の決

着がつく確率は 



 

𝑝(𝐴; 𝑖) = 𝑝(𝐴; 5𝑏) + 𝑢(1 − 𝑣)𝑅

×
1 − {𝑢𝑣 + (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)}𝑖−5

1 − {𝑢𝑣 + (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)}
 

(2.11) 

 

𝑝(𝐵; 𝑖) = 𝑝(𝐵; 5𝑏) + (1 − 𝑢)𝑣𝑅

×
1 − {𝑢𝑣 + (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)}𝑖−5

1 − {𝑢𝑣 + (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)}
 

 (2.12) 

である． 

 

2.4 𝑢, 𝑣の関係と𝑝 (A; 𝑖), 𝑝 (B; 𝑖)の関係 

𝑢 = 𝑣の場合, PK 戦で先攻，後攻の勝つ確率はこの単

純な確率モデルでは等しくなることがいえる．決定率

を，𝑢 = 𝑣,𝑢 > 𝑣，𝑢 < 𝑣としたときのシミュレーショ

ン結果が下の表 2-1，表 2-2 である． 

表 2-1. 𝑢 = 𝑣における勝率 

決定率 勝率(𝒊 = 𝟓) 勝率(𝒊 = 𝟐𝟎) 

𝑢 = 0.9 

𝑣 = 0.9 

𝑝(𝐴; 5𝑏) = 0.26916 

𝑝(𝐵; 5𝑏) = 0.26916 

𝑝(𝐴; 20𝑏) = 0.46827 

𝑝(𝐵; 20𝑏) = 0.46827 

𝑢 = 0.8 

𝑣 = 0.8 

𝑝(𝐴; 5𝑏) = 0.34021 

𝑝(𝐵; 5𝑏) = 0.34021 

𝑝(𝐴; 20𝑏) = 0.49622 

𝑝(𝐵; 20𝑏) = 0.49622 

𝑢 = 0.7 

𝑣 = 0.7 

𝑝(𝐴; 5𝑏) = 0.36422 

𝑝(𝐵; 5𝑏) = 0.36422 

𝑝(𝐴; 20𝑏) = 0.49942 

𝑝(𝐵; 20𝑏) = 0.49942 

𝑢 = 0.6 

𝑣 = 0.6 

𝑝(𝐴; 5𝑏) = 0.37412 

𝑝(𝐵; 5𝑏) = 0.37412 

𝑝(𝐴; 20𝑏) = 0.49982 

𝑝(𝐵; 20𝑏) = 0.49982 

𝑢 = 0.5 

𝑣 = 0.5 

𝑝(𝐴; 5𝑏) = 0.37695 

𝑝(𝐵; 5𝑏) = 0.37695 

𝑝(𝐴; 20𝑏) = 0.49988 

𝑝(𝐵; 20𝑏) = 0.49988 

表 2-2. 𝑢 > 𝑣，𝑢 < 𝑣における勝率 

決定率 

𝒖 > 𝒗 

勝率(𝒊 = 𝟓) 勝率(𝒊 = 𝟐𝟎) 

𝑢 = 0.9 

𝑣 = 0.8 

𝑝(𝐴; 5𝑏) = 0.48746 

𝑝(𝐵; 5𝑏) = 0.16933 

𝑝(𝐴; 20𝑏) = 0.71337 

𝑝(𝐵; 20𝑏) = 0.26973 

𝑢 = 0.9 

𝑣 = 0.7 

𝑝(𝐴; 5𝑏) = 0.65815 

𝑝(𝐵; 5𝑏) = 0.10087 

𝑝(𝐴; 20𝑏) = 0.84652 

𝑝(𝐵; 20𝑏) = 0.14970 

𝒖 < 𝒗   

𝑢 = 0.8 

𝑣 = 0.9 

𝑝(𝐴; 5𝑏) = 0.16933 

𝑝(𝐵; 5𝑏) = 0.48746 

𝑝(𝐴; 20𝑏) = 0.26973 

𝑝(𝐵; 20𝑏) = 0.71337 

𝑢 = 0.7 

𝑣 = 0.9 

𝑝(𝐴; 5𝑏) = 0.10087 

𝑝(𝐵; 5𝑏) = 0.65815 

𝑝(𝐴; 20𝑏) = 0.14970 

𝑝(𝐵; 20𝑏) = 0.84652 

 

2.5 𝑢 > 𝑣 のときの 𝑝 (A; 𝑖) > 𝑝 (B; 𝑖) の証明 

𝑝 (A; 5b) − 𝑝 (B; 5b)において， 

𝑢 + 𝑣 = 𝑠     (0 < 𝑠 < 2) 

𝑢 − 𝑣 = 𝑡     (0 < 𝑡 < 1) 

とおくと， 

1

128
 𝑡(35 𝑡8 − 20 𝑡6 (16 − 14 𝑠 + 7 𝑠2)

+ 42 𝑡4 (24 − 40 𝑠 + 40 𝑠2 − 20 𝑠3 + 5 𝑠4)

− 20 𝑡2

 (64 − 144 𝑠 + 216 𝑠2 − 200 𝑠3 + 120 𝑠4

− 42 𝑠5 + 7 𝑠6)

+ 5

 (128 − 256 𝑠 + 512 𝑠2 − 704 𝑠3 + 688 𝑠4

− 464 𝑠5 + 208 𝑠6 − 56 𝑠7 + 7 𝑠8)) 

となる． 

さらに， 

𝑠 − 1 = 𝑤       (−1 < 𝑤 < 1) 

とすると，前式は， 

1

128
 𝑡 (35 𝑡8 − 20 𝑡6 (9 + 7 𝑤2) + 42 𝑡4 (9 + 10 𝑤2 + 5 𝑤4)

− 20 𝑡2 (21 + 21 𝑤2 + 15 𝑤4 + 7 𝑤6)

+ 5

 (63 + 28 𝑤2 + 18 𝑤4 + 12 𝑤6 + 7 𝑤8)) 

と表される． 

ここで，因数の 1/128 𝑡 は， 0 < 𝑡 < 1 なので正であ

る． 

また，括弧内の35 𝑡8 も正となる． 

残りの多項式は， 

−20 𝑡6 (9 + 7 𝑤2)・・・① 

42 𝑡4 (9 + 10 𝑤2 + 5 𝑤4)・・・② 

−20 𝑡2 (21 + 21 𝑤2 + 15 𝑤4 + 7 𝑤6)・・・③ 

5 (63 + 28 𝑤2 + 18 𝑤4 + 12 𝑤6 + 7 𝑤8)・・・④ 

である． 

つまり，①と④は負であるため，①+②と③+④が正で

あればよい． 

まず，①+②は 

①の 𝑡6以外を 𝑎とし，②の𝑡4 以外を 𝑏とすると， 

𝑎 + 𝑏 = 198 + 280 𝑤2 + 210 𝑤4 

となり，正であるため， 𝑎 < 𝑏 となる． 

また， 

0 < 𝑡 < 1 より，  𝑡6 < 𝑡4 であることから  𝑡6𝑎 < 𝑡4𝑏 と

なり正である． 

次に，③+④は 

③の 𝑡2以外を 𝑐とし，④を 𝑑とすると， 

𝑐 + 𝑑 = 735 + 560 𝑤2 + 390 𝑤4 + 200 𝑤6 + 35 𝑤8 

となり，正であり， c < 𝑑 である． 



 

こちらも， 0 < 𝑡 < 1 より， 𝑡2𝑐 < 𝑑 となり正である． 

よって，  

1

128
 𝑡{35 𝑡8 + (𝑡6𝑎 + 𝑡4𝑏) + (𝑡2𝑐 + 𝑑)} 

は正である． 

以上より，𝑝(𝐴; 5𝑏) − 𝑝(𝐵; 5𝑏) > 0 である． 

 

次に，𝑖 ≥ 6のときを考える． 

𝑎 = 𝑢𝑣 

𝑏 = (1 − 𝑢)(1 − 𝑣) 

𝑐 = 𝑢(1 − 𝑣) 

𝑑 = (1 − 𝑢)𝑣 

とすると， 

𝑖回までに A , B それぞれが勝つ確率は，5 回までに

A , B それぞれが勝つ確率と 6回以降の等比数列の

和より， 

𝑝(𝐴; 𝑖) = 𝑝(𝐴; 5𝑏) + 𝑐𝑅 ×
1 − (𝑎 + 𝑏)𝑖−5

1 − (𝑎 + 𝑏)
 

𝑝(𝐵; 𝑖) = 𝑝(𝐵; 5𝑏) + 𝑑𝑅 ×
1 − (𝑎 + 𝑏)𝑖−5

1 − (𝑎 + 𝑏)
 

 

次に，𝑖 = 𝑛のとき，  

𝑝(𝐴; 𝑛) > 𝑝(𝐵; 𝑛) 

𝑝(𝐴; 5𝑏) + 𝑐𝑅 ×
1 − (𝑎 + 𝑏)𝑛−5

1 − (𝑎 + 𝑏)

> 𝑝(𝐵; 5𝑏) + 𝑑𝑅 ×
1 − (𝑎 + 𝑏)𝑛−5

1 − (𝑎 + 𝑏)
 

となる． 

𝑖 = 𝑛 + 1のときは， 

𝑝(𝐴; 𝑛 + 1) > 𝑝(𝐵; 𝑛 + 1) 

𝑝(𝐴; 5𝑏) + 𝑐𝑅 ×
1 − (𝑎 + 𝑏)𝑛+1−5

1 − (𝑎 + 𝑏)

> 𝑝(𝐵; 5𝑏) + 𝑑𝑅 ×
1 − (𝑎 + 𝑏)𝑛+1−5

1 − (𝑎 + 𝑏)
 

 

つまり， 𝑐と𝑑の大小関係にしかよらず， 

𝑖 = 𝑛 + 1のときも𝑝(𝐴; 𝑛 + 1) > 𝑝(𝐵; 𝑛 + 1)が成り立

つ． 

よって， 𝑖 ≥ 6においても， 𝑝(𝐴; 𝑖) > 𝑝(𝐵; 𝑖)は成り

立つ． 

3. 実際のデータと理論式の比較 

実際に行われた PK 戦の結果と理論式において，先攻

の決定率と後攻の決定率，それぞれの勝率がどうなっ

ているのかを比較する．決定率は 143 試合の平均から， 

表 3-1.平均の決定率 

決定率(u) 0.74250   決定率(v) 0.69071 

である． 

表 3-1 の先攻 A，後攻 B，それぞれの決定率を𝑖 = ∞ま

でにそれぞれの勝つ確率の理論式の𝑢, 𝑣へ代入する．そ

の結果が以下の表 3-2 である． 

また，実際のデータの勝数と勝率は表 3-3 の通り． 

表 3-2.理論式からの勝率 

表 3-3.データからの勝率 

先攻 82 勝 勝率 0.57343 

後攻 61 勝 勝率 0.42657 

合計 143 勝 合計 1.00000 

𝜒2適合度検定をおこなうと， 

仮説𝐻0: 𝑃(𝐴1) = 𝑝(𝐴; ∞), 𝑃(𝐴2) = 𝑝(𝐵; ∞) 

𝜒2
0.05

(1) = 3.84146 > 𝑥2 = 0.01128 

となり，仮説𝐻0は棄却されなかった．以上より，理論

式から計算される勝率は実際のデータに近い結果とな

った． 

4. 勝率への影響 

先攻が有利になってしまう何らかの要因があるのを

考える．まず考えなければならないのは，よく言われ

ている先攻のキッカーの成功と失敗が後攻のキッカー

へプレッシャーとなり，決定率が下がるのではという

ことである．下の表が，143 試合において，先攻が決

めた場合と外した場合に分け，その直後の後攻のキッ

カーの成功と失敗を集計した結果である． 

次は，先攻後攻の区別はつけず直前のキッカーの成功

と失敗は直後のキッカーのパフォーマンスに影響する

かという点である．集計結果は以下の表の通り． 

表 4-1.2×2 分割表 

表 4-2.2×2 分割表 

以上の二つの要因は検定の結果からも有意差があると

は判断できず，影響しているとは考えにくい結果とな

った． 

最も先攻のメリットとなると考えられる，先にポイ

ントを先行したかどうかということによって，先攻と

 後攻のキッカー (本) 

 決めた 外した 合計 

先攻が決めた 381 149 530 

先攻が外した 127 59 186 

合計 508 208 716 

先攻 83.91413 勝 勝率 0.58681 

後攻 59.08587 勝 勝率 0.41319 

合計 143 勝 合計 1 

 次のキッカー (本) 

 直後が決めた 直後が外した 合計 

直前が決めた 715 267 982 

直前が外した 245 97 342 

合計 960 364 1324 



 

後攻の勝率に差があるかを集計した．ポイントを先行

するとはどういう状況をいうのかというと，1 回の表

の時点で，キックが成功すれば先攻がポイントを先行

したことになる．一方で，1 回の表がキックを失敗し 1

回の裏が成功すれば，後攻がポイントを先行したと判

断する． 

表 4-2. 2×2 分割表 

これに関しては，検定結果が 

𝜒2
0.05 (1) = 3.84 < 𝑥2 = 13.2744 

となり，帰無仮説は棄却され，有意差があると考えら

れる．つまり，先にポイントを先行することは，勝敗

に関わる要因であると考えられる．ベイズの定理から

も，先攻が勝った時，得点を先行していることが原因

となっている事後確率は 0.9167 と非常に高いことが

わかった． 

5. まとめ 

本研究では終了判定条件より，単純確率モデルを作

成し，理論的に PK 戦において先攻の有利不利があり得

るのか検証した．しかし，単純確率モデルにおいては

決定率が等しければ，勝率も等しくなるため，巴戦の

数理のような先攻後攻の理論的な有利不利は生じない

という結果となった．また，シミュレーション結果に

おける，実際の 143 試合の先攻，後攻の勝率のデータ

と，理論式から導かれる勝率との一致からも，PK 戦の

数理はこの単純確率モデルで成り立っているように思

える．  

他者のキッカーの影響については，直前のキッカー

の成功失敗が，次のキッカーの決定率に影響するかど

うかという心理的な問題は，ほぼ関係しないようであ

る．このことから，さらにそれ以前のキッカーの成功

失敗が影響するとは考えにくい．しかし，見方を変え，

ポイントを先行したときと先行された場合によって，

勝率に差があるかということに関しては，大きな差が

あると考えられる．後攻であってもそれは言えること

であった．これは，先攻が有利になってしまう要因の

一つであると考えられる．なぜならば，先攻は各回に

おいて先にキックすることができ，1回の表，つまり 1

番手のキッカーが成功してしまえばポイントを先行で

きてしまうのである．一方で後攻は，暫定的ではある

が，先攻が失敗しない限りポイントを先行するという

メリットはなく，常に同点にし，追いつかなければな

らないという状況にあると言える．では，なぜ各回の

試行は独立と考えることができ，単純確率モデルで説

明できたのか．143 試合の各回の先攻，後攻の決定率

を参照すると， 

表 5-1.各回の決定率 

決定率 1 回 2 回 3 回 4 回 5 回 

先攻 0.75000 0.76974 0.76974 0.74074 0.75676 

後攻 0.69930 0.71329 0.70629 0.68504 0.71233 

上記より，ほとんどの先攻が一回の表からポイントを

先行できてしまうことから，これが後攻にとってプレ

ッシャーとなり，一貫して後攻の決定率が下がり，単

純確率モデルで，勝率が一致したと考えられる． 
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 先攻(勝) 後攻(勝) 合計(試合数) 

得点を先行(先攻） 77 40 117 

得点を先行(後攻) 7 19 26 

合計 84 59 143 


