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概要

本研究は大偏差原理を用いたアップサイドチャンスポートフォリオ最適化の数値実験を行い、目標の成長率とそ

れを達成する確率の関係を考察する。Pham[1] の理論に基づいて数値実験を行う。数値実験では証券に影響を与

えるファクターに２つの場合を考える。第１はファクターが定数のときで、株価はブラックショールズと同じにな

る。このとき、ポートフォリオが目標成長率を達成する確率を具体的に計算することができる。その理論値とシ

ミュレーションで得た数値を比較し、誤差がどのぐらい生じるかを把握する。第２は、ファクターにバシチェック

モデルを仮定し、実験を行う。バシチェックモデルでは理論的な解が得られないので、数値シミュレーションによ

り、目標成長率とそれを達成する確率の関係を明らかにし、特徴を捉える。

概要

In this paper we consider up-side chance portfolio optimization which is obtained by using large deviation

theory. Its theoretical aspects were studied in Pham[1].We numerically experiment relationships between

a target growth rate and the probability of attainability. We adopt factor model for security prices. We

consider two cases: the first case is that the factor is a constant, namely the security price becomes

log-Normal process. In this case, we are able to calculate the probability that the portfolio achieves the

target growth rate exactly. By comparing the numerical results with the theoretical ones, we examine the

accuracy of our numerical results. The second case is the Vasicek model of factor. In this case, we do

not obtain the analytical solution of the probability .Therefore we clarify relationships between the target

growth rate and the probability to achieve it through numerical experiments.
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1.はじめに

大偏差原理を用い、アップサイトチャンスの数値実験を行うことが本研究の目的である。大偏差原理とは、簡潔に

いうと分布の裾を調べ、平均から大きく外れたところの点を研究する原理である。金融市場からいうと、頻繁に起こ

らない市場現象を指している。例えば、アップサイトチャンスの例だと、設定した目標値を超えた確率を調べ、目標

値よりどのぐらい上回るのか具体的に調べる際に、大偏差原理を用いた。本研究は大偏差原理を用いているため、投

資期間を長期としてる。短期だと、H.Phamの論文が適用されにくいである。その故、数値実験の際に、実際の市場

の状況を踏まえて、期間を 5年から 30年だと設定した。

2.モデル設定
(1)ファクターモデルの設定

Y は経済的なファクター、市場や証券に影響を与える要素で、金利、為替などとし、次の確率微分方程式に従うと

する;B が標準ブラウン運動である。

dYt = −k(Yt − y)dt + vdBt, Y0 = y0 (1)

但し、k > 0, y, y0 ∈ R, v 6= 0とする。B は標準ブラウン運動である。以下では一般性を失わず y = 0とする。

(2)株価モデルの設定

株価の過程 S は次の確率微分方程式に従うとする;

dSt

St
= µ(Yt)dt + σdWt (2)

W を標準ブラウン運動とする。W と B は d < W,B >= ρdt, ρ ∈ [−1, 1]とする。　ボラティリティσを 0より大

きい定数とする。ドリフト (期待成長率)µは以下の一次関数と設定する。

µ(y) = a + by (3)

但し、a, bを定数とする。

(3)安全資産モデルの設定

S0 は安全資産とし、次の常微分方程式に従うとする。

dS0
t

S0
t

= r(Yt)dt (4)

但し、金利 r を以下の一次関数と設定する。

r(y) = a0 + b0y. (5)

但し、a0, b0 を定数とする。

(4)株と安全資産のポートフォリオ

Xtが時刻 t での投資額, πtが株への投資割合, (1 − πt) が安全資産への投資割合とし、自己資金調達条件（

self − financingcondition)によると、ポートフォリオが従う確率微分方程式は以下のようになる。

dXπ
t = Xπ

t [πt
dSt

St
+ (1 − πt)

dSt
0

S0
t

]

= Xπ
t [(r(Yt) + πtµ(Yt))dt + πtσdWt]. (6)

但し, µ(y) = µ(y) = r(y) = a + by (7)

a = a − a0, b = b − b0 (8)

とする。
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(5)基準値 (benchmark)のモデル設定

I を基準値とし、次の確率微分方程式に従うとする;

dIt

It
= η(Yt)dt + r0dBt + r1dWt + r2dMt (9)

r0, r1, r2 が定数で、M は B とW に独立な標準ブラウン運動である。η は以下の 1次関数と設定する。

η(y) = aI + bIy, (10)

但し、aIと bI は定数とする。シミュレーションの時は、I=1とする。

(6)ポートフォリオと基準値の比率

ここではポートフォリオと基準値の比率 Z と考える;

Zπ
t =

Xπ
t

It
. (11)

シミュレーション時、I を 1にするから、

Zπ
t = Xπ

t (12)

となる。伊藤の公式によると lnZπ
T が

lnZπ
T =

∫ T

0

(r(Yt) − η(Yt) +
1
2
r2 + πtµ(Yt)

−1
2
(πtσ)2)dt +

∫ T

0

(πtσ − r1)dWt − r0BT − r2MT

(13)

となる。

(7)投資額の成長率

投資額の成長率 Lを次のようにおく;

Lπ
t =

lnZπ
t

t
(14)

式 (14)は Zπ
t = eLπ

t t と書け、Lが成長率を表すことがわかる。

(8)アップサイドチャンスの問題設定

目標成長率 cを設定し、成長率Ｌが cを上回る確率を最大にする問題が、

sup
π∈A

lim sup
T→∞

1
T

lnP [Lπ
T ≥ c] (15)

となる。Aは実行可能なポートフォリオの集合とする。T → ∞であるため、長時間問題を考えている。T を十分大

きいとすると、式 (18) は形式的に、
P [Lπ

T ≥ c] ≈ exp(−Γ(c, π)T )　 (16)

と書ける。但し、Γ(c, π)がポートフォリオ π のレート関数である。アップサイトチャンスポートフォリオ最適化と

は、このレート関数 Γ(c, π)を最小にするポートフォリオを考えることである。

3.アップサイドチャンスの問題設定

目標成長率 cを設定し、成長率Ｌが cを上回る確率を最大にする問題が、

P [Lπ
T ≥ c] ≈ exp(−Γ∗(c, π)T ) (17)
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となる。Γ∗(c, π)がポートフォリオ π のレート関数である。π が Aに属する。(A :the set of admissible portfolio

control)

大偏差原理によると、アップサイトチャンスの確率を無限大まで持っていくと、

lim sup
T→∞

1
T

lnP [Lπ
T ≥ c] (18)

となる。これは、アップサイトチャンスの問題設定となる。

(1)Pham[1]の主結果

式 (18) がレート関数によって変換される。次の式となる。

Λ(λ, π) = lim sup
T→∞

1
T

lnE[exp(λTLπ
T )] (19)

式 (19)についての証明を行う。Dembo and Zeitouni 1998 の定理 2.3.6より、

Λn(λ) .= logE[exp(λ,Zn)]　

1
n

Λn(λn) =
1
n

logE[exp(λn, Zn)]

∀λ ∈ Rの時、Λ(λ)の定義が次のようにとなる。

Λ(λ) = lim sup
n→∞

1
n

Λn(nλ)

Λ(λ)の定義より、

Λ(λ) = lim sup
n→∞

1
n

logE[exp(nλZn)]

本論文の符号とそろえると、式 (19)が証明できた。

π を固定し、独立変数λが双対性を持っている。式 (19)が以下の式となる。

lim sup
T→∞

1
T

lnP [Lπ
T ≥ c]　 = − sup

λ≥0
[λc − Λ(λ, π)] (20)

大偏差原理による式 (18)の確率を最大化にするため、式 (18)の確率のレート関数が次のような関係性を作る。

Λ(λ) = sup
π∈A

Λ(λ, π) (21)

ここで、λ ≥ 0.λを固定すると、式 (21)が ergodic risk-sensitive control problemとなる。大偏差原理による主結

果が式 (21)と双対性を持っている。次の式となる。

J(c) = sup
π∈A

lim sup
T→∞

1
T

lnP [Lπ
T ≥ c], c ∈ R. (22)

定理 1.1 (Pham[1]の Theorem 3.1) ∀λ ∈ [0, λ), λ ∈ (0,∞)が存在すると仮定すると、式 (19)と式 (21)が双対性

を持っている。戦略 ˆπ(λ)が次の式となる。

Λ(λ) = lim sup
T→∞

1
T

lnE[exp(λTL
π̂(λ)
T ]　 (23)

Λ(λ)が連続な差分だと仮定するとき、J(c)が

J(c) = − sup
λ∈[0,λ)

[λc − Λ(λ)] (24)
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となる。さらに、戦略の解が

π∗,n
t =

{
π̂t(λ(c + 1

n )), c > Λ′(0)
π̂t(λ(Λ′(0) + 1

n )), c ≤ Λ′(0) (25)

となる。最適戦略解が

lim sup
n→∞

lim sup
T→∞

1
T

lnP [Lπ∗,n

T ≥ c] = J(c), c ∈ R. (26)

となる。

(2)Pham[1]の主結果についての証明

凸関数 Λ ∈ [0, λ)の Fenchel-Legendre transformが

Λ∗(c) = sup
λ∈[0,λ)

[λ(c)c − Λ(λ(c))], c ∈ R. (27)

となる。Lemma2.3.9 in Dembo and Zeitouni 1998より、関数 Λ∗ が狭義凸関数で増加非減少である。以下の式を

満たす。

Λ∗(c) =
{

λ(c)c − Λ(λ(c)), c > Λ′(0),
0, c ≤ Λ′(0), (28)

λ(c)c − Λ∗(c) > λ(c)d − Λ∗(d), (29)

∀Λ′(0) < c,∀d 6= c,ここで、λ(c) ∈ (0, λ), Λ′(λ(c)) = c ∈ (Λ′(0),∞)である。さらに、Λ∗が (−∞,Λ′(λ)) = R にお

いて連続的である。

2.1上限 (Upper bound)

∀c ∈ R, π ∈ A, Chebycheff の不等式を応用すると、

P [Lπ
T ] ≤ exp(−λcT )E[exp(λTLπ

T )] (30)

となり、無限大を付けると、

lim sup
T→∞

1
T

lnP [Lπ
T ] ≤ −λc + lim sup

T→∞

1
T

E[exp(λTLπ
T )] (31)

となる。ΛとΛ∗ の定義によると、

sup
π∈A

lim sup
T→∞

1
T

lnP [Lπ
T ≥ c] ≤ −Λ∗(c) (32)

となる。

2.2下限 (Lower bound)

c ∈ R, (Ω, Ft)上で確率測度 Qn
T を定義すると、

dQn
T

dP
= exp[λ(cn)TLπ∗,n

T − ΛT (λ(cn), π∗,n)], (33)

ここで、

cn =
{

c + 1
n , c > Λ′(0),

Λ′(0) + frac1n, その他,

そうして、

ΛT (λ, π) = lnE[exp(λTLπ
T )], (34)
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λ ∈ [0, λ), π ∈ A. εをできる限り小さくすると、c ≤ cn − εとなる。そうすると、

1
T

lnP
[
Lπ∗,n

T ≥ c
]
≥ 1

T
lnP

[
cn − ε < Lπ∗,n

T < Cn + ε
]

=
1
T

ln

(∫
dP

dQn
T

1cn−ε<Lπ∗,n

T <cn+εdQn
T

)
≥ −λ (cn) (cn + ε) +

1
T

ΛT (λ (cn) , π∗,n) +
1
T

lnQn
T

[
cn − ε < Lπ∗,n

T < cn + ε
]

式 (23)より

lim inf
T→∞

1
T

lnP
[
Lπ∗,n

T ≥ c
]
≥ −λ(Cn)(cn + ε) + Λ (λ(cn)) + lim inf

T→∞

1
T

lnQn
T

[
cn − ε < Lπ∗,n

T < cn + ε
]

≥ −Λ∗(cn) − λ(cn)ε + lim inf
T→∞

1
T

lnQn
T

[
cn − ε < Lπ∗,n

T < cn + ε
]

(35)

式 (35)の第 2の不等式が Λ∗ の定義と式 (28)より、

lim inf
T→∞

1
T

lnQn
T

[
cn − ε < Lπ∗,n

T < cn + ε
]

= 0

となる。確率測度 Qn
T の下で、Λ̃n

Tが式 (33)より以下の式となる。

Λ̃n
T (ζ) := lnEQn

T

[
exp

(
ζTLπ∗,n

T

)]
= ΛT (λ(cn) + ζ, π∗,n) − ΛT (λ(cn), π∗,n)

さらに、式 (21)と式 (23)の定義より、∀ζ ∈ [−λ(cn), λ − λ(cn)) :

lim sup
T→∞

1
T

Λ̃n
T (ζ) ≤ Λ (λ(cn) + ζ) − Λ (λ(cn)) (36)

上限で使われた Chebycheffの不等式より、∀ζ ∈ [−λ(cn), λ − λ(cn))の場合は

lim sup
T→∞

1
T

lnQn
T

[
Lπ∗,n

T ≥ cn + ε
]
≤ −ζ(cn + ε) + lim sup

T→∞

1
T

Λ̃n
T (ζ)

≤ −ζ(cn + ε) + Λ(ζ + λ(Cn)) − Λ(λ(cn))

上式を推定すると、以下の式となる。

lim sup
T→∞

1
T

lnQn
T

[
Lπ∗,n

T ≥ Cn + ε
]

≤ −sup{ζ(cn + ε) − Λ : ζ ∈ [λ(cn), λ̄)} − Λ(λ(cn)) + λ(cn)(cn + ε)
≤ −Λ∗(cn + ε) − Λ(λ(cn)) + λ(cn)(cn + ε)
= −Λ∗(cn + ε) + Λ∗(cn) + ελ(cn) (37)

ここで、式 (28)により、二番目の不等式が成り立つ。同様に、∀ζ ∈ [−λ(cn), 0)の場合は

lim sup
T→∞

1
T

lnQn
T

[
Lπ∗,n

T ≤ cn − ε
]
≤ −ζ(cn − ε) + lim sup

T→∞

1
T

Λ̃n
T (ζ)

≤ −ζ(cn − ε) + Λ(λ(cn) + ζ) − Λ(λ(cn))

さらに、

lim sup
T→∞

1
T

lnQn
T

[
Lπ∗,n

T ≤ cn − ε
]
≤ −sup{ζ(cn + ε) − Λ : ζ ∈ [λ(cn), λ̄)}

−Λ(λ(cn)) + λ(cn)(cn + ε) − Λ(λ(cn)) + λ(cn)(cn − ε)
≤ −Λ∗(cn − ε) + Λ∗(cn) − ελ(cn) (38)
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式 (37)と式 (38)より、

lim sup
T→∞

1
T

lnQn
T

[
{Lπ∗,n

T ≤ cn − ε} ∪ {Lπ∗,n

T ≥ cn + ε}
]

≤ max{lim sup
T→∞

1
T

lnQn
T

[
Lπ∗,n

T ≥ cn + ε
]
; lim sup

T→∞

1
T

lnQn
T

[
Lπ∗,n

T ≤ cn − ε
]
}

≤ max{−Λ∗(cn + ε) + Λ∗(cn) + ελ(cn);−Λ∗(cn − ε) + Λ∗(cn) − ελ(cn} < 0

を推定することができる。

Qn
T

[
{Lπ∗,n

T ≤ cn − ε} ∪ {Lπ∗,n

T ≥ cn + ε}
]
→ 0

にすると、従って、

T → ∞のとき, Qn
T [cn − ε < Lπ∗,n

T < cn + ε] → 1 (39)

となる。式 (35)の ε → 0すると、以下の式が得られる。

lim inf
T→∞

1
T

lnP [Lπ∗,n

T ≥ c] ≥ −Λ∗(cn). (40)

式 (32)より、

lim inf
n→∞

lim inf
T→∞

1
T

lnP [Lπ∗,n

T ≥ c] ≥ −Λ∗(c). (41)

従って、証明が終了となる。
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4.ファクターモデルの場合分け

H.Phamの結果に基づき、数値的シミュレーションを行う。数値実験に関して、ファクターモデルに 2つの場合を

考える。

(1)ファクターモデルが定数

ファクターが定数の時で、株価がブラックショールズと同じになる。そのとき、株価が

dSt

St
= adt + σdWt (42)

となる。a, σ が定数である。

安全資産が

dS0
t

S0
t

= a0dt (43)

となる。a0 が定数である。

1.1Black-Scholes modelの戦略

株価がブラックショールズの時、I ≡ 1, b0 = b = 0,そうすると, b = 0.

大偏差原理による解の関数は、

J(c) =
{

−(
√

c −
√

c)2, ifc ≥ c
0, ifc < c.

(44)

となる。ここで、c = 1
2a2.c < cの時、ポートフォリオの最適戦略が次のように与えられる。

π∗
t = a, (45)

c ≥ cの時、ポートフォリオの最適戦略が次のように与えられる。

π∗
t =

√
2c. (46)

(2)ファクターモデルがVasicek interest rate model

Vasicek interest rate modelの時、

r(y) = a0 + b0y, b0 6= 0.

µ(y) = a + by, b 6= 0.

2.1Vasicek interest rate modelの戦略

ベンチマーク Iが 1とする。c < cの時、ポートフォリオの最適戦略が次のように与えられる。

π∗
t = bYt + a, (47)

c ≥ cの時、ポートフォリオの最適戦略が次のように与えられる。

π∗
t =

bYt

1 − λc
+ a. (48)

ここで、c = a2

2 + b
2

4kとする。
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5.数値実験の方法

ブラウン運動の入っている連続モデルが離散化しなければ、数値実験することができない。離散化するため、オイ

ラ-丸山近似方法を用いた。

(1)Black-Sholes model のオイラ-丸山近似

1.1株価の確率微分方程式のオイラ-丸山近似

0 = t0 < t1 < ... < tmとして、ブラックショールズモデルの確率微分方程式が

dSt

St
= adt + σdWt (49)

次のようになる。
dS(t) = S(t + ∆t) − S(t) (50)

dW (t) = W (t + ∆t) − W (t) (51)

より、

S(t + ∆t) − S(t) = aS(t)∆t + σS(t)(W (t + ∆t) − W (t))　

ブラウン運動の性質より、

W (t + ∆t) − W (t) =
√

∆tZ (52)

となる。ここで、Z1, Z2, ...は互いに独立な標準正規分布に従う確率変数である。

よって、ブラックショールズモデルの確率微分方程式が

S(t + ∆t) = aS(t)∆t + σS(t)
√

∆tZ (53)

となる。

1.2ポートフォリオの確率微分方程式のオイラ-丸山近似

同上に、ポートフォリオの確率微分方程式をオイラ-丸山近似すると、

dXt = Xt[(r(Yt) + πtµ(Yt))dt + πtσdWt] (54)

をオイラ-丸山近似すると、が次の式となる。

X(t + ∆t) = X(t) + X(t)[(r(Yt) + πtµ(Yt))dt + πtσ
√

∆tZ] (55)

(2)Vasicek model のオイラ-丸山近似

2.1ファクターモデルの確率微分方程式のオイラ-丸山近似

ファクターモデルに Vasicek modelが入っているため、ファクターモデルの丸山近似もする必要がある。ファク

ターモデルの確率微分方程式が
dYt = −k(Yt − y)dt + vdBt (56)

を丸山近似すると、ファクターモデルの確率微分方程式のオイラ-丸山近似が

Y (t + ∆t) = Y (t) − k(Yt − y)dt + v
√

∆tZ (57)

となる。
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2.2株価の確率微分方程式のオイラ-丸山近似

Vasicek modelの株価にファクターが入っているため、上式のファクター確率微分方程式を代入しなければなりま

せん。
S(t + ∆t) − S(t) = (Y (t) − k(Yt − y)dt + v

√
∆tZ1)S(t)∆t + σS(t)

√
∆tZ2　

ここで、Z1と Z2 は互いに独立な標準正規分布に従う確率変数である。

2.3ポートフォリオの確率微分方程式のオイラ-丸山近似

同じように、ポートフォリオのファクターモデルが Vasicek modelが入っているため、ファクター確率微分方程式

を代入しなければなりません。ポートフォリオの確率微分方程式のオイラ-丸山近似が次のようになる。

X(t+∆t) = X(t)+X(t)[(r(Y (t)−k(Yt−y)dt+v
√

∆tZ1)+πtµ(Y (t)−k(Yt−y)dt+v
√

∆tZ1))dt+πtσ
√

∆tZ3]

ここで、Z1と Z3 は互いに独立な標準正規分布に従う確率変数である。

上記、オイラ丸山近似をモンテカルロ法で実験する。具体的に、100万通りのシナリオを作り、満期時に、成長率が

目標成長率 cを超えたシナリオをカウントし、100万通りに占める割合を計算する。

(3)数値実験のモデル係数について

数値実験では、モデルの係数が自分で設定する。設定の基準は、実際の市場を参考にしている。例えば、企業の成

長率 aに関しては、成長の著しい企業もある一方、負の収益を持っている企業も存在する。表でまとめると、以下の

ようになる。

表 1 企業の成長率

企業の成長率 a 企業の状況を表す

-0.1 負の収益がある企業

0 成長が止まってる企業

0.1 緩やかに成長する企業

0.5 著しく成長する企業

表 2 企業のボラティリティ

企業のボラティリティσ 株価の変動を表す

0.2 株価の変動幅が小さい

0.7 株価の変動幅が大きい

注意 3.1 数値実験では、c ≥ cの場合のみについて行った。c < cの場合は cを上回る確率が 0となるからである。

6.数値実験の結果と考察
(1)株価が Black-Scholes Modelの数値実験の結果

a = −0.1, 0, 0.1, 0.5;σ = 0.2, 0.5とする。
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図 1 株価が Black-Scholes Modelである (a=-0.1,σ=0.2)

表 3 株価が Black-Scholes Modelである (a=0,σ=0.2)
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表 4 株価が Black-Scholes Modelである (a=0.1,σ=0.2)

表 5 株価が Black-Scholes Modelである (a=0.5,σ=0.2)
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表 6 株価が Black-Scholes Modelである (a=-0.1,σ=0.7)

表 7 株価が Black-Scholes Modelである (a=0,σ=0.7)

14



表 8 株価が Black-Scholes Modelである (a=0.1,σ=0.7)

表 9 株価が Black-Scholes Modelである (a=0.5,σ=0.7)
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(2)株価が Black-Scholes Modelの数値実験の結果についての考察

株価が Black-Scholes モデルの時、戦略 πに変数が入っていない。比較的に簡単なモデルになる。P [Lπ
T ≥ c] ≈

exp(−Γ∗(c, π)T )となっているから、時間 T が大きくなるほど、確率が下がっていく傾向である。従って、グラフの

形も予測通りとなっている。

(3)Black-Scholes Modelの理論値と実験値の誤差

数値実験の精度を確かめる。ブラック・ショールズモデルの場合、理論値を具体的に計算することができた。そ

の理論値とシミュレーションで得た数値を比較し、誤差がどのぐらい生じるかを把握する。以下がブラックショール

ズの理論値である。

表 10 理論値と実験値とその誤差 (a=-0.1,σ =0.2)

誤差式=理論値/実験値とする。計算された誤差は以下の通りである。理論値と実験値の比が１に近ければ近いほ

ど、誤差が小さいとなる。下の表からみると、a = 0.1, σ = 0.2の時、cが 0.06から 0.12まで誤差はほぼ１である。

理論値と実験値の差がほぼないと考えられる。数値実験の精度が高いと判断できる。但し、cが 0.14の時、誤差が大

きくなる。a = 0.5, σ = 0.2の時、誤差は a = 0.1, σ = 0.2の時と同様に、cが小さいとき、誤差が小さく、cが大き

いとき、誤差が大きくなる。 このような現象が起きる理由はシミュレーションの手法に問題があると考えれる。数

値実験で用いる方法が丸山近似法とモンテカルロ法である。cが小さいとき、cを超える確率が大きく、多少の誤差

があっても、確率に影響が出ない。但し, cが大きいとき、cを上回る確率がかなり小さくなった。その時誤差が生ず

ると、値のぶれが大きくなる。従って、理論値と実験値の比が大きくなる。
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表 11 理論値と実験値とその誤差 (a=0,σ=0.2)

表 12 理論値と実験値とその誤差 (a=0.1,σ =0.2)
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表 13 理論値と実験値とその誤差 (a=0.5,σ =0.2)
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(4)ファクターモデルがVasicek Modelの数値実験の結果

表 14 ファクターモデルが Vasicek Modelである (a=-0.1,σ =0.2)

表 15 ファクターモデルが Vasicek Modelである (a=0,σ=0.2)
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表 16 ファクターモデルが Vasicek Modelである (a=0.1,σ=0.2)

表 17 ファクターモデルが Vasicek Modelである (a=0.5,σ=0.2)
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表 18 ファクターモデルが Vasicek Modelである (a=-0.1,σ=0.7)

表 19 ファクターモデルが Vasicek Modelである (a=0,σ=0.7)
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表 20 ファクターモデルが Vasicek Modelである (a=0.1,σ =0.7)

表 21 ファクターモデルが Vasicek Modelである (a=0.5,σ=0.7)
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(5)ファクターモデルがVasicek Modelの数値実験の結果についての考察

ファクターがバシチェックモデルの時、確率の理論的な値が得られない。そのため、企業の成長率 aと株価のボラ

ティリティ σ はブラック・ショールズの時と同じように設定し、数値実験を行った。二つのモデルのグラフを比較

すると、裾の形がほぼ同じようになっている。つまり、cに対し、時間 T が大きいほど、目標値 cを上回る確率が小

さくなる。Pham[1] の理論では P [Lπ
T ≥ c] ≈ exp(−Γ(c, π)T ) で、確率 P が指数関数に従い、時間 T が大きくな

るほど、確率が下がっていくことになる。従って、二つのモデルの実験値は Pham[1]の理論と整合性があるとみら

れる。

7.付録

数値実験で使われた c 言語のプログラムを掲載する。以下は Black-Scholes model の数値実験プログラムと

Vasicek interest rate modelの数値実験プログラムである。正規分布の乱数発生はMersenne Twisterを用いた。

(1)Black-Scholes modelの数値実験プログラム

#define PI 3.14159265358979323846

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <time.h>

#include <string.h>

#define N 624

#define M 397

#define MATRIX_A 0x9908b0dfUL

#define UPPER_MASK 0x80000000UL

#define LOWER_MASK 0x7fffffffUL

static unsigned long mt[N];

static int mti=N+1;

//標準正規乱数発生 (Box-Muller)

double gasdev(void);

void init_genrand(unsigned long s)

{

mt[0]= s & 0xffffffffUL;

for (mti=1; mti<N; mti++) {

mt[mti] =

(1812433253UL * (mt[mti-1] ^ (mt[mti-1] >> 30)) + mti);

mt[mti] &= 0xffffffffUL;

}

}

void init_by_array(unsigned long init_key[], int key_length)

{

int i, j, k;

init_genrand(19650218UL);

i=1; j=0;

k = (N>key_length ? N : key_length);

for (; k; k--) {

mt[i] = (mt[i] ^ ((mt[i-1] ^ (mt[i-1] >> 30)) * 1664525UL))

+ init_key[j] + j; /* non linear */

mt[i] &= 0xffffffffUL; /* for WORDSIZE > 32 machines */

i++; j++;

if (i>=N) { mt[0] = mt[N-1]; i=1; }

if (j>=key_length) j=0;

}

for (k=N-1; k; k--) {
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mt[i] = (mt[i] ^ ((mt[i-1] ^ (mt[i-1] >> 30)) * 1566083941UL))

- i; /* non linear */

mt[i] &= 0xffffffffUL; /* for WORDSIZE > 32 machines */

i++;

if (i>=N) { mt[0] = mt[N-1]; i=1; }

}

mt[0] = 0x80000000UL; /* MSB is 1; assuring non-zero initial array */

}

unsigned long genrand_int32(void)

{

unsigned long y;

static unsigned long mag01[2]={0x0UL, MATRIX_A};

if (mti >= N) {

int kk;

if (mti == N+1)

init_genrand(5489UL);

for (kk=0;kk<N-M;kk++) {

y = (mt[kk]&UPPER_MASK)|(mt[kk+1]&LOWER_MASK);

mt[kk] = mt[kk+M] ^ (y >> 1) ^ mag01[y & 0x1UL];

}

for (;kk<N-1;kk++) {

y = (mt[kk]&UPPER_MASK)|(mt[kk+1]&LOWER_MASK);

mt[kk] = mt[kk+(M-N)] ^ (y >> 1) ^ mag01[y & 0x1UL];

}

y = (mt[N-1]&UPPER_MASK)|(mt[0]&LOWER_MASK);

mt[N-1] = mt[M-1] ^ (y >> 1) ^ mag01[y & 0x1UL];

mti = 0;

}

y = mt[mti++];

y ^= (y >> 11);

y ^= (y << 7) & 0x9d2c5680UL;

y ^= (y << 15) & 0xefc60000UL;

y ^= (y >> 18);

return y;

}

/* generates a random number on [0,1]-real-interval */

double genrand_real1(void)

{

return genrand_int32()*(1.0/4294967295.0);

/* divided by 2^32-1 */

}

/* generates a random number on [0,1)-real-interval */

double genrand_real2(void)

{

return genrand_int32()*(1.0/4294967296.0);

/* divided by 2^32 */

}

/* generates a random number on (0,1)-real-interval */

double genrand_real3(void)

{

return (((double)genrand_int32()) + 0.5)*(1.0/4294967296.0);

/* divided by 2^32 */
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}

/* generates a random number on [0,1) with 53-bit resolution*/

double genrand_res53(void)

{

unsigned long a=genrand_int32()>>5, b=genrand_int32()>>6;

return(a*67108864.0+b)*(1.0/9007199254740992.0);

}

double gasdev(void){

static int iset=0;

static double gset;

double fac,rsq,v1,v2;

if (iset == 0){ //手持ちの乱数が無い

do {

v1=2.0*genrand_real3()-1.0; //各方向に－ 1から 1まで広がる正方形の内部に

v2=2.0*genrand_real3()-1.0; //一様に点をとる

rsq=v1*v1+v2*v2; //単位円内かどうか調べ

}

while (rsq>=1.0 || rsq ==0.0); //そうでなければやり直し

fac=sqrt(-2.0*log(rsq)/rsq);

gset=v1*fac; //ボックスマラーの変換を使ってふたつの正規乱数を作る。一方を返し、もう一方を次回までに保存する。

iset=1;

return v2*fac;

}

else { //手持ちの乱数あり

iset=0;

return gset; //手持ちの乱数を返す

}

}

int main(void){

double Delta,r,sigma,a,t,b;

int j,ll,t1,n;

double x[7600],z[7600],y[7600],e[7600],f[7600],c[7600],d[7600];

double l1,l2,l3,l4,l5,l6,l7;

double c1,c2,c3,c4,c5,c6,c7;

double count1,count2,count3,count4,count5,count6,count7;

Delta=0.004;//変更なし

r=0.01;

sigma=0.7;

t=5.0;

t1=5;//t=t1(t->double,t1->int)

n=t1*250;//n=t1*250(整数）変えるとき、下も一緒に！

a=0.1;//c0,c1,c2,aを変える！

c1=0.00406;

c2=0.2;

c3=0.3;
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c4=0.4;

c5=0.5;

c6=0.6;

c7=0.7;

FILE *portfolio;

portfolio=fopen("portfolio.xls","w");

x[1]=1.0;

z[1]=1.0;

y[1]=1.0;

e[1]=1.0;

f[1]=1.0;

c[1]=1.0;

d[1]=1.0;

count1=0.0;

count2=0.0;

count3=0.0;

count4=0.0;

count5=0.0;

count6=0.0;

count7=0.0;

for(ll=1;ll<=1000000;ll++){

for(j=1;j<=n;j++){

b=gasdev();

x[j+1] =x[j]+x[j]*((r+(sqrt(2.0*c1))*(a-r))*Delta+(sqrt(2.0*c1))*sigma*(sqrt(Delta))*b);

z[j+1] =z[j]+z[j]*((r+(sqrt(2.0*c2))*(a-r))*Delta+(sqrt(2.0*c2))*sigma*(sqrt(Delta))*b);

y[j+1] =y[j]+y[j]*((r+(sqrt(2.0*c3))*(a-r))*Delta+(sqrt(2.0*c3))*sigma*(sqrt(Delta))*b);

e[j+1] =e[j]+e[j]*((r+(sqrt(2.0*c4))*(a-r))*Delta+(sqrt(2.0*c4))*sigma*(sqrt(Delta))*b);

f[j+1] =f[j]+f[j]*((r+(sqrt(2.0*c5))*(a-r))*Delta+(sqrt(2.0*c5))*sigma*(sqrt(Delta))*b);

c[j+1] =c[j]+c[j]*((r+(sqrt(2.0*c6))*(a-r))*Delta+(sqrt(2.0*c6))*sigma*(sqrt(Delta))*b);

d[j+1] =d[j]+d[j]*((r+(sqrt(2.0*c7))*(a-r))*Delta+(sqrt(2.0*c7))*sigma*(sqrt(Delta))*b);

}

l1=log(x[n+1])/t;

l2=log(z[n+1])/t;

l3=log(y[n+1])/t;

l4=log(e[n+1])/t;

l5=log(f[n+1])/t;

l6=log(c[n+1])/t;

l7=log(d[n+1])/t;

if(l1>=c1) count1=count1+1.0;

if(l2>=c2) count2=count2+1.0;

if(l3>=c3) count3=count3+1.0;
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if(l4>=c4) count4=count4+1.0;

if(l5>=c5) count5=count5+1.0;

if(l6>=c6) count6=count6+1.0;

if(l7>=c7) count7=count7+1.0;

}

count1=count1/1000000.0;

count2=count2/1000000.0;

count3=count3/1000000.0;

count4=count4/1000000.0;

count5=count5/1000000.0;

count6=count6/1000000.0;

count7=count7/1000000.0;

fprintf(portfolio,"%lf\n",count1);

fprintf(portfolio,"%lf\n",count2);

fprintf(portfolio,"%lf\n",count3);

fprintf(portfolio,"%lf\n",count4);

fprintf(portfolio,"%lf\n",count5);

fprintf(portfolio,"%lf\n",count6);

fprintf(portfolio,"%lf\n",count7);

}//main終了の}

(2)Vasicek interest rate modelの数値実験プログラム

#define PI 3.14159265358979323846

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <time.h>

#include <string.h>

#define N 624

#define M 397

#define MATRIX_A 0x9908b0dfUL

#define UPPER_MASK 0x80000000UL

#define LOWER_MASK 0x7fffffffUL

static unsigned long mt[N];

static int mti=N+1;

//標準正規乱数発生 (Box-Muller)

double gasdev(void);

void init_genrand(unsigned long s)

{

mt[0]= s & 0xffffffffUL;

for (mti=1; mti<N; mti++) {

mt[mti] =

(1812433253UL * (mt[mti-1] ^ (mt[mti-1] >> 30)) + mti);
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mt[mti] &= 0xffffffffUL;

}

}

void init_by_array(unsigned long init_key[], int key_length)

{

int i, j, k;

init_genrand(19650218UL);

i=1; j=0;

k = (N>key_length ? N : key_length);

for (; k; k--) {

mt[i] = (mt[i] ^ ((mt[i-1] ^ (mt[i-1] >> 30)) * 1664525UL))

+ init_key[j] + j; /* non linear */

mt[i] &= 0xffffffffUL; /* for WORDSIZE > 32 machines */

i++; j++;

if (i>=N) { mt[0] = mt[N-1]; i=1; }

if (j>=key_length) j=0;

}

for (k=N-1; k; k--) {

mt[i] = (mt[i] ^ ((mt[i-1] ^ (mt[i-1] >> 30)) * 1566083941UL))

- i; /* non linear */

mt[i] &= 0xffffffffUL; /* for WORDSIZE > 32 machines */

i++;

if (i>=N) { mt[0] = mt[N-1]; i=1; }

}

mt[0] = 0x80000000UL; /* MSB is 1; assuring non-zero initial array */

}

unsigned long genrand_int32(void)

{

unsigned long y;

static unsigned long mag01[2]={0x0UL, MATRIX_A};

if (mti >= N) {

int kk;

if (mti == N+1)

init_genrand(5489UL);

for (kk=0;kk<N-M;kk++) {

y = (mt[kk]&UPPER_MASK)|(mt[kk+1]&LOWER_MASK);

mt[kk] = mt[kk+M] ^ (y >> 1) ^ mag01[y & 0x1UL];

}

for (;kk<N-1;kk++) {

y = (mt[kk]&UPPER_MASK)|(mt[kk+1]&LOWER_MASK);

mt[kk] = mt[kk+(M-N)] ^ (y >> 1) ^ mag01[y & 0x1UL];

}

y = (mt[N-1]&UPPER_MASK)|(mt[0]&LOWER_MASK);

mt[N-1] = mt[M-1] ^ (y >> 1) ^ mag01[y & 0x1UL];

mti = 0;

}

y = mt[mti++];

y ^= (y >> 11);

y ^= (y << 7) & 0x9d2c5680UL;

y ^= (y << 15) & 0xefc60000UL;

y ^= (y >> 18);

return y;
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}

/* generates a random number on [0,1]-real-interval */

double genrand_real1(void)

{

return genrand_int32()*(1.0/4294967295.0);

/* divided by 2^32-1 */

}

/* generates a random number on [0,1)-real-interval */

double genrand_real2(void)

{

return genrand_int32()*(1.0/4294967296.0);

/* divided by 2^32 */

}

/* generates a random number on (0,1)-real-interval */

double genrand_real3(void)

{

return (((double)genrand_int32()) + 0.5)*(1.0/4294967296.0);

/* divided by 2^32 */

}

/* generates a random number on [0,1) with 53-bit resolution*/

double genrand_res53(void)

{

unsigned long a=genrand_int32()>>5, b=genrand_int32()>>6;

return(a*67108864.0+b)*(1.0/9007199254740992.0);

}

double gasdev(void){

static int iset=0;

static double gset;

double fac,rsq,v1,v2;

if (iset == 0){ //手持ちの乱数が無い

do {

v1=2.0*genrand_real3()-1.0; //各方向に－ 1から 1まで広がる正方形の内部に

v2=2.0*genrand_real3()-1.0; //一様に点をとる

rsq=v1*v1+v2*v2; //単位円内かどうか調べ

}

while (rsq>=1.0 || rsq ==0.0); //そうでなければやり直し

fac=sqrt(-2.0*log(rsq)/rsq);

gset=v1*fac; //ボックスマラーの変換を使ってふたつの正規乱数を作る。一方を返し、もう一方を次回までに保存する。

iset=1;

return v2*fac;

}

else { //手持ちの乱数あり

iset=0;

return gset; //手持ちの乱数を返す

}

}

int main(void){

double Delta,r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7,sigma,a,t,bx,by,b,k,y1,v,a0,b0,a1,b1,mu1,mu2,mu3,mu4,mu5,mu6,mu7,pi1,pi2,pi3,pi4,pi5,pi6,pi7,lam;

int j,ll,t1,n;

double x[7600],y[7600],c[7600],cc[7600],d[7600],dd[7600],e[7600],ee[7600],f[7600],ff[7600],g[7600],gg[7600],h[7600],hh[7600];

double l1,l2,l3,l4,l5,l6,l7;

double c1,c2,c3,c4,c5,c6,c7;
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double count1,count2,count3,count4,count5,count6,count7;

sigma=0.2;

Delta=0.004;

k=1.0;

y1=0.0;//y1=ybar

v=1.0;//金利モデル Y(t)の係数設定

a=0.1;

b=1.0;//mu(Yt)=a+b(Yt)株の傾き,株価に金利のノイズを乗せる

a0=0.01;//金利

b0=0.0;//r(Yt)=a0+b0(Yt)金利の傾き

a1=a-a0;//a1=abar

b1=b-b0;//b1=bbar

t=5.0;//期間

t1=5;//t=t1(t->double,t1->int)

n=t1*250;//n=t1*250(整数）変えるとき、下も一緒に！

c1=0.35;

c2=0.40;

c3=0.45;

c4=0.50;

c5=0.55;

c6=0.60;

c7=0.65;

lam=0.1;//ラムダの設定

FILE *vasicek;

vasicek=fopen("vasicek.xls","w");

count1=0.0;

count2=0.0;

count3=0.0;

count4=0.0;

count5=0.0;

count6=0.0;

count7=0.0;

y[1]=0.01;//金利モデル

x[1]=1.0;//ポートフォリオモデル

c[1]=0.01;//金利モデル

cc[1]=1.0;//ポートフォリオモデル

d[1]=0.01;

dd[1]=1.0;

e[1]=0.01;

ee[1]=1.0;
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f[1]=0.01;

ff[1]=1.0;

g[1]=0.01;

gg[1]=1.0;

h[1]=0.01;

hh[1]=1.0;

for(ll=1;ll<=1000000;ll++){

for(j=1;j<=n;j++){

by=gasdev();

bx=gasdev();

r1=a0+b0*y[j]; //金利 rの関数

r2=a0+b0*c[j];

r3=a0+b0*d[j];

r4=a0+b0*e[j];

r5=a0+b0*f[j];

r6=a0+b0*g[j];

r7=a0+b0*h[j];

mu1=a1+b1*y[j];//mubar

mu2=a1+b1*c[j];

mu3=a1+b1*d[j];

mu4=a1+b1*e[j];

mu5=a1+b1*f[j];

mu6=a1+b1*g[j];

mu7=a1+b1*h[j];

pi1=(b1*y[j])/(1.0-lam*(c1))+a1;

pi2=(b1*c[j])/(1.0-lam*(c2))+a1;

pi3=(b1*d[j])/(1.0-lam*(c3))+a1;

pi4=(b1*e[j])/(1.0-lam*(c4))+a1;

pi5=(b1*f[j])/(1.0-lam*(c5))+a1;

pi6=(b1*g[j])/(1.0-lam*(c6))+a1;

pi7=(b1*h[j])/(1.0-lam*(c7))+a1;

x[j+1] =x[j]+x[j]*((r1+pi1*mu1)*Delta+pi1*sigma*(sqrt(Delta))*bx);//ポートフォリオを求める

cc[j+1] =cc[j]+cc[j]*((r2+pi2*mu2)*Delta+pi2*sigma*(sqrt(Delta))*bx);

dd[j+1] =dd[j]+dd[j]*((r3+pi3*mu3)*Delta+pi3*sigma*(sqrt(Delta))*bx);

ee[j+1] =ee[j]+ee[j]*((r4+pi4*mu4)*Delta+pi4*sigma*(sqrt(Delta))*bx);

ff[j+1] =ff[j]+ff[j]*((r5+pi5*mu5)*Delta+pi5*sigma*(sqrt(Delta))*bx);

gg[j+1] =gg[j]+gg[j]*((r6+pi6*mu6)*Delta+pi6*sigma*(sqrt(Delta))*bx);

hh[j+1] =hh[j]+hh[j]*((r7+pi7*mu7)*Delta+pi7*sigma*(sqrt(Delta))*bx);

y[j+1]=y[j]-k*(y[j]-y1)*Delta + v*(sqrt(Delta))*by;//金利モデル Ytを求める

c[j+1]=c[j]-k*(c[j]-y1)*Delta + v*(sqrt(Delta))*by;

d[j+1]=d[j]-k*(d[j]-y1)*Delta + v*(sqrt(Delta))*by;

e[j+1]=e[j]-k*(e[j]-y1)*Delta + v*(sqrt(Delta))*by;

f[j+1]=f[j]-k*(f[j]-y1)*Delta + v*(sqrt(Delta))*by;

31



g[j+1]=g[j]-k*(g[j]-y1)*Delta + v*(sqrt(Delta))*by;

h[j+1]=h[j]-k*(h[j]-y1)*Delta + v*(sqrt(Delta))*by;

}

l1=log(x[n+1])/t;

l2=log(cc[n+1])/t;

l3=log(dd[n+1])/t;

l4=log(ee[n+1])/t;

l5=log(ff[n+1])/t;

l6=log(gg[n+1])/t;

l7=log(hh[n+1])/t;

if(l1>=c1) count1=count1+1.0;

if(l2>=c2) count2=count2+1.0;

if(l3>=c3) count3=count3+1.0;

if(l4>=c4) count4=count4+1.0;

if(l5>=c5) count5=count5+1.0;

if(l6>=c6) count6=count6+1.0;

if(l7>=c7) count7=count7+1.0;

}

count1=count1/1000000.0;

count2=count2/1000000.0;

count3=count3/1000000.0;

count4=count4/1000000.0;

count5=count5/1000000.0;

count6=count6/1000000.0;

count7=count7/1000000.0;

fprintf(vasicek,"%lf\n",count1);

fprintf(vasicek,"%lf\n",count2);

fprintf(vasicek,"%lf\n",count3);

fprintf(vasicek,"%lf\n",count4);

fprintf(vasicek,"%lf\n",count5);

fprintf(vasicek,"%lf\n",count6);

fprintf(vasicek,"%lf\n",count7);

}//main終了の}
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