
PDF issue: 2025-07-04

A Direct Proof of Aumann and Maschlers'
Theorem on the Nucleolus of a Bankruptcy
Game

NAKAYAMA, Mikio / 中山, 幹夫

(出版者 / Publisher)
法政大学経済学部学会

(雑誌名 / Journal or Publication Title)
経済志林 / The Hosei University Economic Review

(巻 / Volume)
57

(号 / Number)
2

(開始ページ / Start Page)
95

(終了ページ / End Page)
106

(発行年 / Year)
1989-06-15
(URL)
https://doi.org/10.15002/00008503



9５

ADirectProofof

AulnannandMaschlers,Theorem

onTheNucleolusofABanlKruptcyGame

MikioNakayama

Abstract

ＡｎａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅｐｒｏｏｆｏｆＡｕｍａｎｎａｎｄＭaschlers,ｔｈｅｏｒｅｍｏｎ

ｔｈｅｎｕｃｌｅｏｌｕｓｏｆａＴａｌｍｕｄicbankruptcygameisgivendirectly

fromthedefinitionofthenucleolｕｓ．

1．Introduction

ＴｈｅｐｕｒｐｏｓｅｏｆｔｈｉｓｎｏｔｅｉｓｔｏｇｉｖｅａｄirectproofofAumann

andMaschlers，ｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍｏｎａｂａｎｋｒｕｐｔｃｙｐｒｏｂｌｅｍｂａｓｅｄ

ｏｎｔｈｅＴａｌｍｕｄ［1]・ThistheoremstatesthattheCG-consistent

solutiontoabankruptcyproblem，ｗｈｉｃｈｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｆｔｅｒａＴａｌ‐

ｍudicprinciplecalledbythemtheco"花s/ｅｄｇｎγ"e"／Ｐγj"ciPﾙ，

ｉｓｐｒｅｃｉｓｅｌｙｔｈｅｎｕｃｌｅｏｌｕｓｏｆａｇａｍｅassociatedwiththebankruptcy

proｂｌｅｍ・

Ｔｈｅｉｒｓｈｏｒｔａｎｄｅｌｅｇａｎｔｐｒｏｏｆｍａｋｅｓuseoftheoremsof

cooperativegametheory,ｅ９．，［2],［3],［4],ｓｏｍｅｏｆｔｈｅｍｂｅｉｎｇｎｏｔ

ｓｏｆａｍｉｌｉａｒｔｏnon-specialists・Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｄｂｙｓｈｏｗｉｎｇ

ｔｈａｔｔｈｅｋｅｒｎｅｌｏｆｔｈｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄｇａｍｅｃｏｎｓｉｓｔｓｏｆａｓｉｎｇｌｅｐｏｉｎｔ，

therebyestablishingtheidentityｏｆｉｔａｎｄｔｈｅｎｕｃｌｅｏｌｕｓｖｉａｔｈｅ

ｔｈｅｏｒemofSchmeidler［4]・

Incontrast，ｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆｔｏｂｅｇｉｖｅｎｂｅｌｏｗ，ｗｅｕｓｅｏｎｌｙｔｈｅ

ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｕｃleolus［4]，whichmakestheproofrather

lenghy，yetdirect，ｑｕｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｒｙａｎｄｍｏｒｅｅａｓｉｌｙａｃcessible

fornon-specialists．
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Ｗｅｇｉｖｅｏｎｌｙｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓａｎｄｒｅｓultsthatarenecessary

forourproofFormotivationsanddisCussionsoｎｔｈｅｍ，referto

AumannandMaschler［1]・Theproofisperformedinastraight‐

forwardmannerbyfirstrepresentiｎｇｆｏｒｍａｌｌｙｔｈｅＣＧ－ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｗｈｉｃｈＡｕｍａｎｎａｎｄＭａｓｃｈｌｅｒｈａｖｅdescribedｉｎｔｈｅｉｒ

ｔｈｅｏｒｅｍＡ，ａｎｄｔｈｅｎｓｈｏｗｉｎｇｄｉｒｅｃｔｌｙｔｈａｔｎｏｏｔｈｅｒｓｏｌｕｔｉｏｎｃａｎ

ｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｎｕｃｌｅｏｌｕｓ．

2．DefinitionsandtheTheorem

Abankruptcyproblemisapair（Ｅ；のwhereEistheestate

ofabankrupt，ａｎｄ‘＝(｡,,…川)，０≦`,≦…≦｡,,，ｉｓｔｈｅｄｅｂｔｓｔｏ〃

creditorsl,...,〃，satisfyingO≦Ｅ≦‘,＋…＋‘,,＝ＤＬＡｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏ

(Ｅ；のｉｓａｎ〃-tuplejr＝(jr1,…川）ｏｆｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓｗｉｔｈｊｒ,＋…＋jr,，

＝E

Asolution妬ｉｓｃａｌｌｅｄＣＧｃｏ"sjsZe"ｔｉｆｆｏｒａｌｌｊ≠ｊ，（jrj,jr/）

satisfies

jrj＝(Ｘｊノー(Ｘｉｊ－ｄｊ)十一(Ｘｉｊ－`ｊ)+)/2＋(Ｘｉｊ－ｃ巧)＋

ａｎｄ

ｊｒｊ＝(Ｘｊｊ－(Ｘｊｊ－ｄｊ)十一(Ｘｉｊ－`ﾉ)+/2＋(Ｘｉノー仏)+，

ｗｈｅｒｅ

Ｘｉｊ三三〃i＋〃ｊ，

/十三三max(/,0)．

AumannandMaschler［1］haveshownthateverybankruptcy

problemhasauniqueCG-consistentsolution

lnthisnote，ａｇＺＺ”CisafunctionDthatassociatesanonnega‐

tiverealnumberZﾉ(S）ｗｉｔｈｅａｃｈｓｕｂｓｅｔＳｏｆｊＶ＝(1,…,〃)．ＺＶｉｓ

ｔｈｅｓｅｔｏｆｶﾉﾋＭγs，ａｎｄＳｉｓｃａｌｌｅｄａｃｏａ鮒o〃、Ｉｔｉｓａｓｓｕｍｅｄｔｈａｔ

Ｕ(J)＝0．APcIy〃Uecjoγisavectorjr＝(jr1,…川）withjr,＋…＋

"←ＵＣＶ)，wherejrjrepresentsapayoHtoplayerj.Animputation

isapayoffvector兀satisfyingjUj≧"((j}）ｆｏｒａｌｌノdVB

A6cz"んγ"Pﾉcygzz池ｃａｓｓociatedwithabankruptcyproblem

(Ｅ；のｉｓａｇａｍｅ雌;‘definedby

心;｡(S)＝(Ｅ－`ＱＶ－Ｓ))＋ｆｏｒｅａｃｈＳｄＶ；
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ｗｈｅｒｅ

ｚ(R)＝Ｚｚｉ
ｉＥＲ

ｆｏｒａｎｙＲｄＶａｎｄａｎｙｖｅｃｔｏｒｚ＝(2,,…,Z")．

ＴｈｅｎｕｃｌｅｏｌｕｓｏｆａｇａｍｅＤｉｓａｎｉｍｐｕｔａｔｉｏｎ兆obtainedas

follows［4]・Foragivenimputationy，ｌｅｔβ(y）ｂｅａｖｅｃｔｏｒｉｎ

Ｒ２"，ｔｈｅ２"-dimensionalEuclideanspace，ｔｈｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｗｈｉｃｈ

ａｒｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｓＤ(S)－y(S）forallsubsetsSarrangedinthe

non-increasingorder，ｉ、ｅ､，０，(y)≧02(y)≧…≧８２”(y)．Then，ａｎ

ｉｍｐｕｔａｔｉｏｎｊｒｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｎｕｃｌｅｏｌｕｓｏｆＤｉｆｆｏｒａｎｙｉｍｐｕｔａｔｉｏｎ

ｙ≠jr，

β`｡(妬)＜β`｡(y）

ｗｈｅｒｅ

Ｚｏ三三ｍｉｎ(ん'０伽(兀)≠β胸(』ﾉ))．

ＩｔｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎｔｈａｔｅｖｅｒｙｇａｍｅＵｈａsauniquenucleolus［4]・

ＴｈｅｎｕｍｂｅｒＵ(S)－y(S）iscalledtheexcessofcoalitionS

withrespecttoy・Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｎｕｃｌｅｏｌｕｓｈａｓｔｈｅｍｅａｎｉｎｇｔｈａｔｉｔ

ｍｉｎｉｍｉｚｅｓｔｈｅｍａｘｉｍａｌｅｘｃｅｓｓａｍｏｎgthecoalitions・

Ａｓｔｒｉｋｉｎｇｒｅｓｕｌｔａｂｏｕｔｔｈｅｎｕｃｌｅｏｌｕｓｏｆｔｈｅｂａｎｋｒｕｐｔｃｙｇａｍｅ

ｉｓｔｈａｔｉｔｉｓｐreciselytheCG-consistentsolutiｏｎｏｆｔｈｅｂａｎｋｒｕｐｔＣｖ

ｐｒｏｂｌｅｍ、Ｎａｍｅｌｙ，

Ｔ/ieoγe柳（AumannandMaschler［1])．TheCG-consistent

solutionofabankruptcyproblem（Ｅ,ｃＤｉｓｔｈｅｎｕｃｌｅｏｌｕｓｏｆｔｈｅ

ｇａｍｅひE;｡．

Ｔｏｐｒｏｖｅｔｈｉｓｔｈｅｏｒｅｍｆｒｏｍｔｈｅｄｅｆｉｎitionofthenucleolus，

weneedanexplicitrepresentationｏｆｔｈｅＣＧ－ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎ・

ＬｅｔｊｒｂｅｔｈｅＣＧ－ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｔｈｅｎ，ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｃｏｎ‐

structioninTheoremAofAumannandMaschler［1]Ｍｒｃａｎｂｅ

ｇｉｖｅｎａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｑｚｓｅ（ＤＩｆＯ≦Ｅ≦Ｍ１/２，ｔｈｅｎ

銑＝Ｅ/〃ｆｏｒａｌｌノー1,…,”
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Ｑｚｓｅ（ｊＤＦｏｒｈ＝０，１，２，…,〃－２，ｉｆ
〃 〃

（Ｄ－Ｚ（dノー(ﾉ,b+,))/2≦Ｅ≦(Ｄ－Ｚ。（dノール2))/２，
ノーＡ＋１ ノーハ＋２

then

jri＝｡i/２ｆｏｒゴー1,...,AF＋１

ｒｉ＝cA+，ｆｏｒ/＝ん＋2,...,〃，

ｗｈｅｒｅ

DD

C偽+,＝｡,k十,/2＋{Ｅ--(Ｄ－Ｚ（｡ノール,))/2)/(〃－A､－１)．
ノーＡ＋１

Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅｗｅｈａｖｅ

ｊｒｊ≦`j/２，ｆｏｒｊ＝ｈ＋2,…,〃・

Ｔｏｓｅｅｔｈｉｓ，ｐｕｔＥ＝(Ｄ－Ｚﾘｰﾙ十2(`ｊ－ｄＡ+2))/２ｆｏｒｅａｃｈｈｔｏｏｂｔａｉｎ

ｃＡ+,≦ぬ+2/2．

Ctzse（が/）Ｆｏｒルー〃-2,〃-3,…,１，０，ｉｆ
〃 〃

（、＋ｚ（dノール2))/2≦Ｅ≦(Ｄ＋Ｚ（`ノーcﾉﾑ+,))/２，
ノーＡ＋２ノーＡ＋１

then

jrj＝｡i/２ｆｏｒｊ＝1,…,ル＋１

jri＝ｄｉ－６Ａ+，ｆｏｒノーハ＋2,…,〃，

ｗｈｅｒｅ

〃

b上+,=二cﾉﾙ+,/2＋{(、＋乙（｡j一晩,))/２－Ｅ)/("－ん－１)．
ノーＡ＋１

Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅｗｅｈａｖｅ

ｊｒｊ≧仏/２，ｆｏｒ／＝ん＋2,…,"

Ｔｏｓｅｅｔｈｉｓ，ｐｕｔＥ＝(Ｄ＋ＺｊＬＡ+2(`,－ぬ+2))/２foreachAtoobtain

6陶十,≦ぬ+2/2．

CtzsC（/Ｕ）ＩｆＤ－〃d,/2≦Ｅ≦Ｄ,ｔｈｅｎ

兀j＝`'一(Ｄ－Ｅ)/〃ｆｏｒａｌｌノー1,…,ｿ仏

ｌｔｗｉｌｌｂｅｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｔｏｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｆｏｕｒｃａｓｅｓａｒｅａｒｒａｎｇｅｄ
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ｉｎｔｈｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｏｒｄｅｒｏｆＥｆｒｏｍＯｔｏＤＬ 

ａＰｒｏｏｆｓ 

Initially，ｗｅｓｔａｔｅｆｏｕｒｅａｓｙ 

伽ｄｗｉｌｌｂｅｄｅｎｏｔｅｄｓｉｍｐｌｙｂｙＵ．

easylemmas・Ｔｈｅｂａｎｋｒｕｐｔｃｙｇａｍｅ

Le加池ａＬＩｆＥ≦(、－(dm-d"_,))/２，ｔｈｅｎ

〃({j}）＝Ｏｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,〃．

〃ＣＱ/：ＮｏｔｅｔｈａｔＤ－ｚＬ≧４１．Then，

Ｅ≦(Ｄ－ｄ")/2-Ｍ”－１/2≦、－．〃

Hence，ｆｏｒａｌＭ， 

０≦Ｕ((〃）＝ｍａｘ(0,Ｅ－Ｄ＋dj）

二ｍａｘ{０，Ｅ－Ｄ＋`")＝Ｕ({"}）＝0．

血沈”α２．Ｉｆ（Ｄ＋(`"－し,))/2≦Ｅ,ｔｈｅｎ

ＵＱＶ－(ｊ}）＝Ｅ－`ｊｆｏｒａｌｌｉ＝1,…,〃．

〃００/：

Ｅ≧｡”/2＋(Ｄ－ｄ"－１)/2≧｡”． 

Hence，Ｅ≧‘ｉｆｏｒａｌｌｉ＝1,…,〃，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓ

Ｕ(1V－(ｊ}）＝ｍａｘ{0,Ｅ－ｄｊ)＝Ｅ－ｄｉ，ｆｏｒａｌｌノー1,…,〃．

Ｌｅ'"”α３．Ｉｆ 

〃

(Ｄ－Ｚ。（`ｊ－ｄｌｉ+,))2≦Ｅ，
ノーハ＋１

tｈｅｎ 

Zﾉ(jV-(j)）＝Ｅ－`ｉｆｏｒａｌｌノー1,…,b＋1．

Pγo叩
” 

Ｅ≧、/２－Ｚ（dj-dA+,)/２
ノーｈ＋１

〃 〃

＝=（Ｚｄｊ＋Ｚｄ蝿十,)/2≧2.,,+,/２，
ノー１ノーＡ＋１
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becauseA≦〃－２．Hence，ｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,Ａ＋１，

Ｅ－‘i≧Ｅ－ｃﾉﾑ+,≧０， 

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓ 

ＤＱＶ－{ｊ)）＝ｍａｘ{０，Ｅ－`i)＝Ｅ－ｄｊｆｏｒａｌｌノー1,…,ｈ＋1．

血沈腕ａ４１ｆ

〃

Ｅ≦(Ｄ－１‐Ｚ（ルーcﾉﾑ+,))，
ノーＡ＋１

tｈｅｎ 

Ｕ((ｊ}）＝Ｏｆｏｒａｌｌノー1,…,A＋1．

ルCCI（

〃 〃

Ｅ≦、/2＋(Ｄ－ＺｄノーＺｃﾉﾙ+,)/２
ノー１ノーハ＋１

〃 〃

＝Ｄ－（Ｚｃﾉﾉ＋Ｚ小,)/２
ノー１ノーＡ＋１

二，－２`′+,/2＝、－．ﾙ+,，

becauseルー〃－２．Hence，ｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,ｈ＋１，

Ｅ－Ｄ＋仏≦Ｅ－Ｄ＋dA+，

whichimplies 

D((ｊ)）＝Ｏｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,A＋1． 

WenowprovethetheoremCases（i）ａｎｄ（iv）areproved 

beforecases（ii）ａｎｄ（iii)．Inallproofs，Swillstandfora 

nonempty，propersubsetofjV8Thevalues⑩(S)一兆(S）ｆｏｒＳ＝‘

ｏｒｌＶａｒｅａｌｗａｙｓＯ，ｓｏｔｈａｔｔｈｅｙｃａｎｂｅｉｇｎｏｒｅｄ． 

ＱｚｓｅＣ）ＩｆＯ≦Ｅ≦Ｍ/２，then 

jri＝Ｅ/〃ｆｏｒａｌｌノー1,…,ル

DoqパＷｅｓｈｏｗｔｈａｔｉｆＳｄＶｉＳキｌＶｔｈｅｎ

Ｕ(S)－％(S)≦Ｕ({ｉ）－jri＝－Ｅ/〃ｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,”

Ｎｏｔｅｔｈａｔ 

〃

E≦"`,/2＝(Ｄ－Ｚ（cﾉﾉｰc/,))/2≦(Ｄ－(`鰯一昨,))/2．
ノー１
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ＩｔｔｈｅｎｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＬｅｍｍａｌｔｈａｔ 

Ｄ({ｊ)）＝Ｏｆｏｒａｌｌｊ＝1,…," 

Then，ｉｆ〃(S)＝０，ｔｈｅｒｅｉｓａノｓｕｃｈｔｈａｔ

ｚ）(S)－９r(S)≦2ﾉ((ｊ}）－"j＝D((ｊ)）－銑＝一Ｅ/〃

ｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,〃・ＩｆＤ(S)＞０，thennotingthat銑≦`ｊｆｏｒａｌｌ

ｊ＝１，…，〃，ｗｅｈａｖｅｆｏｒｓｏｍｅノ，

ｚ）(S)－妬(S)≦z）ＱＶ－{/})－ＷＶ－{ｊ}）＝－`ﾉ＋ズノ

ーー｡'＋Ｅ/"≦－町〃

＝－ｊｒｉｆｏｒａｌｌｊ＝1,…," 

Ｔｈｕｓ，theassertionistrue・Thisalsoimpliesthat苑ｉｓａｎｉｍ‐

ｐｕｔａｔｉｏｎ、

Ｎｏｗ，ｌｅｔｙｂｅａｎｙｐａｙｏｆｆｖｅｃｔｏｒｗｉｔｈｙ≠苑・Then，ｆｏｒｓｏｍｅ

Ｚ，ｗｅｍｕｓｔｈａｖｅｙｉ＜妬i・Hence，

Ｚﾉ({j}）－yi＞Z）({/))－jri＝－Ｅ/〃ｆｏｒｔｈｉｓノ，

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｙｉｓｎｏｔｔｈｅｎｕｃｌｅolus． 

Ｑｚｓｃ（ｊのＩｆＤ－"`,/2≦Ｅ≦Ｄ，then

jri＝di-(Ｄ－Ｅ)/〃ｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,〃．

Ｐγ0q/：ＷｅｓｈｏｗｔｈａｔｉｆＳＣｊＶｉＳ＝ｊＶｔｈｅｎ 

Ｄ(S)－勿(S)≦ＤＱＶ－{』)－Ｊu(jV-{ｊ}）＝－(Ｄ－Ｅ)/〃

ｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,〃・Ｎｏｔｅｔｈａｔ

ｌＵ 

Ｅ≧、－〃｡,/2＝(Ｄ＋■（dノー｡,))/2≧(Ｄ＋(cﾉ鰯一d"_,))/2．
ノー１

１ｔｔｈｅｎｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＬｅｍｍａ２ｔｈａｔ 

Ｕ(Ｎ－{ｊ)）＝Ｅ－`ｉｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,池

Iｆ〃(S)＞０，thennotingthatjUj≦`ｊｆｏｒａｌｌノー1,…,〃，ｗｅｈａｖｅｆｏｒ

ｓｏｍｅノ，

２)(S)－列(S)≦z）(ZV-{ｊ))－jUQV-{/)）＝－．ｊ＋ズノ

ーー(Ｄ－Ｅ)/"＝－`!＋jrj

＝Ｕ(Ⅳ－{ｊ}）一jrQV-{j)）ｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,〃・

IfD(S)＝０，ｔｈｅｎｆｏｒｓｏｍｅノｗｅｈａｖｅ

Ｄ(S)－Ｊr(S)≦D((ｊ))－jrj 
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＝－．j＋(Ｄ－Ｅ)/"≦－(Ｄ－Ｅ)/〃

＝ＷＶ－(9)一j『(１V－{j)）ｆｏｒａｌｌノー1,…,ル

Ｔｈｕｓ，ｔｈｅａｓｓｅｒｔｉｏｎｉｓｔｒｕｅａｎｄｊｒｉｓａｎｉｍｐutation、

Ｎｏｗ，ｌｅｔｙｂｅａｎｙｐａｙｏＨｖｅｃｔｏｒｗｉｔｈｙ≠jr・Ｔｈｅｎ，ｆｏｒｓｏｍｅ

ｊ，ｗｅｍｕｓｔｈａｖｅｙｉ＞苑止Hence，

ＷＶ－{j)）－y(ｊＶ－{ｊ}）＞D(Ⅳ－{j}）－苑(/Ｖ－{j)）ｆｏｒｔｈｉｓｊ，

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｙｉｓｎｏｔｔｈｅｎｕｃｌｅolus． 

Ctzsc（"）Ｆｏｒ々＝0,1,2,…,〃－２，ｉｆ
〃 〃

（Ｄ－Ｚ（cﾉﾉｰ｡A+,))/2≦Ｅ≦(Ｄ－Ｚ（dj-dA+2))/２， 
ノーハ＋１ ノーハ＋２

then 

jri＝ｄｉ/２ｆｏｒノー1,…,ｈ＋１

兀i＝ｃｈ+，ｆｏｒｊ＝ん＋2,…,〃，

ｗｈｅｒｅ 

リ８

cA+,＝`,+,/2＋{Ｅ－(Ｄ－Ｚ（cﾉﾉｰCllA+,))/2}/(〃－ｈ－1）
ノーＡ＋１

円CCI/：Assumefirstthatに〃－３.Then,Ｅ≦(Ｄ－(｡"－.鰍-,))/2．

Hence，ｂｙＬｅｍｍａｌ， 

ひ((ｊ}）＝Ｏｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,〃、

Also，ｂｙＬｅｍｍａ３， 

〃ＱＶ－(j}）＝Ｅ－ｄｉｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,ｈ＋1．

Ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔｆｏｒｅａｃｈｊ＝1,…,ｈ，ifSsatisfies-

S≠(1)，Ｓ≠/Ｖ－(1)，Ｓ≠(2)，Ｓ≠jV-(2)，…,Ｓ≠{j}，ａｎｄＳ≠ｊＶ－{/)， 

ｔｈｅｎ 

ｚﾉ(S)－ＪU(S)≦ＤＵＶ－{j＋1}）－Ｊr(1V－{j＋1)） 

＝D({/＋1}）一兆j+，

＝－.'十,/２ （１） 

Recallthatjri≦`j/2＜ｄｊｆｏｒａｌｌノー1,2,…,'０．Then，foranysuch

Swehave: 

ひ(S)＞Ｏｉｍｐｌｉｅｓヨ"i+,≠1,2,…,ｊｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｕ(S)－Ｊr(S)≦zﾉ(1V－{ﾉii+,)）－jrQV-{川,}）

＝－.》`+,＋jﾋﾟﾙ.,≦－jUM，
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ａｎｄ 

Ｕ(S)＝Oimpliesヨノi+,≠1,2,…,ｊｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｄ(S)－兆(S)≦D((ｊｉ+,})－j【/`.！

＝－峨十,、

Ｂｕｔ，ｂｙＬｅｍｍａｓ３ａｎｄｌ，ｗｅｈａｖｅ 

〃(ZV-{j＋1}）－ｊｒＱＶ－(ｊ＋1)）＝－di+,＋苑j+，

＝－di+,/2＝－％j+,≧－jwb`､ｌ 

ａｎｄ 

〃({j＋1}）－jrj+,＝O-jUi+,＝－.`+,/2≧－Ｊビル,、

Hence，（１）holds・

ＷｅｎｅｘｔｓｈｏｗｔｈａｔｉｆＳｓａｔｉｓｆｉｅｓ 

Ｓ≠(1)，Ｓ≠jV-(1),…,Ｓ≠(ん＋1}，Ｓ≠ｊＶ－(ん＋1)，

then 

D(S)一妬(S)≦D({/})－jU((/}）

＝－α+,≦－．A+,/２ｆｏｒａｌｌノール＋2,…,〃-1,〃（２）

Ｔｈｉｓｉｓｂｅｃａｕｓｅｗｅｈａｖｅ： 

D(S)＝ＯｉｍｐｌｉｅｓＵ(S)－苑(S)≦2）({/)）－Ｊ『ノ

ー－Ｊピノーーの+,≦－．A+,/２

ａｎｄ 

Ｚﾉ(S)＞Oimplies2）(S)－Ｊu(S)≦"(jV-(/}）－尤(１V－{/}）

＝一`ﾉ＋幼≦一兆ﾉ≦－ぬ+】/Z

Combining（１）ａｎｄ(2)，andnotingthat 

D((1)）－％,＝－．１/2＝ＵＣＶ－(1)）－％(lV-(1))， 

weconcludethatthefirst〃greatestvaluesofD(S)一兆(S）canbe

arrangedinthenon-increasiｎｇｏｒｄｅｒａｓ 

－ｄ,/2≧-.2/2≧…≧－．A+,/2≧－cA+,＝…＝－α+1 （３） 

ｗｈｉｃｈａｌｓｏｉｍｐｌｉｅｓｔｂａｔｒｉｓａｎｉｍｐｕｔation・

Ｎｏｗ，ｌｅｔｙｂｅａｎｙｐａｙｏｆｆｖｅｃｔｏｒｗｉｔｂｙ≠好，ａｎｄｌｅｔ

ｚ｡＝ｍｉｎ('lyi≠鯨)．

Then，ｉｆｊｏ≦ん＋１，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（１）ｔｈａｔ

⑳(lV-{ｊｏ)）－y(jV-(ｊ０))＞－diO/２ 

ｏｒ 

Ｚ）((ｊｏ))－yio＞－－`iO/2． 
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、へＳ、’八Ｃミー（｛Ｃ》｝）ａ

閂①二一｛①

←⑤二一（［）日○項のｇｏ［［○当］「（８口①四・口○一］冒屯①で尻ニミＶＣ》苗二一の』。ｚ

、虞Ｃｌ川因へ再’さ’…川因へざｌ川口へ【、１

ｍ①［眉。。●□』冨○目（の）ごロ呵

囚へ【Ｉさ川雲。Ⅱ鳶

《［１塁《…前《［Ⅱへ印へ壱Ⅱ』鍔

のシ□回の芦《函ｌ筐Ⅱ鐘目①害房

。⑪。｛。①［。ごロ①二］］○白田「］ロー］、①『「Ｑ［眉｛二○一二』客

《『＋ご’八○弐Ｉ（｛◎へ｝）ご

凶。

《【＋ごＩＡＣ》［１１（｛。『｝）ａ

ｂ二］一①のシロニ］、。Ｂ①量《８目①国

◎胃ＶＣへ詩の①『｛ｐＢ－Ｃ寓八Ｃ気

で口甸

Ｃ鴬八○ヘヨの①｛己［眉。富Ｖｏ菖

苗這二。。の囚十堕川◎（５二］○口□ぬ『①閂①二』一ｍｌ量Ⅶ鐘］口量目○垣ロ日ロのの口

①二○一①。でロの二㎡＋廷川。》閂．、ゴー。①「◎ゴロ①二］の△］○ロロロ。高《①。ｐ①四

『◎［
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Also，ｂｙＬｅｍｍａ４， 

D((ｊ}）＝Ｏｆｏｒａｌｌｊ＝1,…,ル＋1．

Ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔｆｏｒｅａｃｈｊ＝１，…,ｈ，ifSsatisfies 

S≠(1)，Ｓ≠ｊＶ－(1)，Ｓ≠(2)，Ｓ≠｣Ｖ－(2),…,Ｓ≠{ｊ)，ａｎｄＳ≠Ⅳ－{】，

ｔｈｅｎ 

Ｕ(S)一兆(S)≦Ｕ(Ⅳ－{j＋1)）－列ＱＶ－{j＋1}）

＝D((ｊ＋1}）－jri+， 

＝－cL+,/２ （1'） 

Recallthatdi/2≦Jri≦ｄｊｆｏｒａｌｌｊ＝1,2,…,〃・Then，foranysuch

Swehave: 

Ｕ(S)＞Ｏｉｍｐｌｉｅｓヨノii+,≠1,2,…,ｊｓｕｃｈｔｈａｔ

ｚ）(S)－”(S)≦Ｕ(1V－(んi+,}）－jrQV-{ﾉZj+,}）

＝－．>i`+,＋恥.，

＝－.ﾙ`+,/２ｉｆｈｊ+,≦ん＋１

＝－６A+，ｉｆ〃,+,≧ｈ＋２

ａｎｄ 

Ｚﾉ(S)＝Oimpliesヨノi+,≠1,2,…,ｊｓｕｃｈｔｈａｔ

〃(S)－え(S)≦z）({か,)）－〃沙！

＝－峨・，

Ｂｕｔ，ｂｙｌｅｍｍａｓ２ａｎｄ４，ｗｅｈａｖｅ 

ＵＱＶ－{j＋1}）－ＷＶ－(ｊ＋1}）＝－．i+,＋jui+】

＝－dj+,/2≧－．j+2/2≧… 

≧一山+,/2≧－６胸+,，

ａｎｄ 

D((ｊ＋1)）－jui+,＝０－兆j+,＝－．j+】/2≧－xか,、

Hence，（1'）holds・

ＷｅｎｅｘｔｓｈｏｗｔｈａｔｉｆＳｓａｔｉｓｆｉｅｓ 

Ｓ≠(1)，Ｓ≠jV-(1)，…,Ｓ≠{ん＋1}，Ｓ≠jV-{舟1-1}，

ｔｈｅｎ 

⑩(S)－jU(S)≦2ﾉＱＶ－(/)）－％(１V－(/}） 

＝－伽,≦－ｺﾙ+,/２ｆｏｒａｌｌノール＋2,…,〃-1,〃．（2'）

Ｔｈｉｓｉｓｂｅｃａｕｓｅｗｅｈａｖｅ： 

２）(S)＞OimpliesZ）(S)－"(S)≦2ﾉＱＶ－{/)）－jrQV-{ｊ)） 
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＝－．ｊ＋幼＝－６ｈ+,≦－．A+,/2．

ａｎｄ 

Ｚﾉ(S)＝ＯｉｍｐｌｉｅｓＵ(S)－jr(S)≦D((/}）－rノ

ー－功≦－．′＋jrノ

ー－６侭+,≦－αﾙ+,/２

Combining（1'）ａｎｄ（2')，andnotingthat 

D((1)）－Ｊr,＝－`,/2＝z）(１V－(1)）一％ＱＶ－(1))，

weconcludethatthefirst〃greatestValuesofU(S)－%(S）canbe

arrangedinthenon-increasiｎｇｏｒｄｅｒａｓ 

－ｄ,/2≧－`2/2≧…≧－ぬ+,/2≧－肌,＝…＝－卯， （３） 

ｗｈｉｃｈａｌｓｏｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｊｒｉｓａｎｉｍｐｕtation・Ｔｈｅｒｅｓｔｏｆｔｈｅｐｒｏｏｆ

ｉｓａｌｍｏｓｔｔｈｅｓａｍｅｔｏｔｈａｔｏｆｃａｓｅ（ii)，ｓｏｉｓｏｍｉｔｔｅｄ． 
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