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経徴志林第`１３巻３;｝2006年10月

〔論文〕

連続確率変数を用いたエントロピー最大ｲﾋによる

ベキ乗則の成立条件

武鈴木

ベキ乗1111（l〕ｏｗ()]､law）が成り１１ﾉ:つという。とく

にβ＝ｌのとき，ジッブI１ｌｌ（Zipfislaw）という。

都市人口の場合には，ジップＩ１ｌｌが成り立つと言わ

れている。

ペキ乗!('|の成10ﾉ:は都ilj人|］のほかに，ある言語

における単語の使１１１頻Ｋｒ，ウェブページヘのリン

ク数，地震のマグニチュード，１１のクレーターの

大きさ，名字の仙''１判合．論文のrjl111[ul数など，

かなり普遍的にみられる。従来多くの研究は，そ

れぞれ特定の現象についてベキ乗I1l1生成のメプノニ

ズムをモデル化してきた。したがって，他の現象

については適川しにくいｍｉがある。

本稿では特定の現象を念IiI1に世かず，ペキ乗則

が成立するためにはどのような条件が必要かとい

う観点から弩察する。議論の容易さから，連続確

率変数にlUl定している。迎続確率変数が連続性を

保ちながらllflll1経過とともに変化していき．その

極限としてベキ乗Ｈ１|が111現するという観点から考

察している。その場合，規樅の||(i位は変化しない。

したがって，ベキ乗'１１１生成の最終段階における限

定された議論になる。

都ilj人｢|を例にとると、l1IFIlI1経過とともに各都

市の人口が変化していくがその変化の行きつく

先にペキ乗'111が｣)&'(てくると考えられる。とくに

都市人口の場合にはβ＝｜になるジッブ1111がlll現

する。

ある時点における卵)ill『(位の都TIj人l」をJrjと

する。すでにジッブ11'|が成立している場合，もし

すべての都Tl｢においてくり；しい人｢1成長率を示すな

らば，ｑについては座化ﾘｰるが，βについては変

わらない。

時点Ｌと'1ｹ点（(＋]）の１Ｗ係がすべてのＸにつ

いてＸ(+,＝AＸ（であるならば，｜[i１位人7は変化し

ないので

本稿では､ベキ粟Ⅱ||がJli成するための条件を。

連続確率変数のエントロピーを最大化するという

観点から考察している。(1)で，ベキ蝿('|の定

義を述べる。【２】で、ペキ雌}|'|生成のモデルに

ついて従来の研究をいくつか''１(観する。従来の研

究は，特定の現象を説lﾘＩする観点からモデル化し

ているので，ペキ乗１１''41{成の現象に共j皿するもの

ではないことを述べる。い】で，）０１待値を一定

にしてエントロピーを股火にする分ｲＩｊは指数分布

であること，および，ベキ乗'''１の分布であるパレー

ト分布と指数分ｲ１Jとの|10係を述べる。い】で．

連続確率変数が１１川Ⅱ1経過にもかかわらず連続性を

保つための条件を考察する。［５】で、パレート

分布をする確率変数の対数をとり，その変数のＩ！］

待値がIHF間経過にもかかわらず一定であるための

条件を求める。（６）で，１０１侍ＩＩ１１ｊ一定のもとでエ

ントロピーを晶人にする条件を求める。【７１で，

以｣二の考察をまとめ，ベキl1Ellll1li成の条件を求め

る。【８］で，ベキ乗係数がｌである場合をジッ

ブ則というが，その生成糸('|:を述べる。

【１】ベキ乗則とは

都市人口の大きさとそのlil(i位には一定の関係が

見られる。たとえば'二１本では，2000<'１国勢調査に

おける人口第１位は#１京特))１ｌｘで，813万人であ

る。第２位は横浜ilj343）j人であり，節１位の約

半分である。また，節３位は大阪Tlj260万人で約

］／３，第４位はfiTIr展ili217ﾉj人で約１／４で

ある。すなわち，（１１(1位)×(人|]）＝(一定）とい

う関係がおおよそ成り立つ。

ある現象において〃Ⅲ1の紬果が生じたとする。

各結果の数値は正であり，大きさの１１<l序はｒ］三

河，=…ニエ,I＞０である．規棋ｘとlⅡ((位八『との１１Ｍ

にＮ＝αｘ－β（α，β＞ｏ）のⅢＩ係があるとき，
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２述続確率変数を用いたエントロピー111【人化によるベキ'１噂'１Ⅲの成立糸'1：

」Ｖ＝αＸｒｌ〕

＝`(顎~'，
＝αAβｘｎＩＩ 

(IAjlを改めて⑩とおけば

／は)＝βdr-(β-1)，エニｌ

である。

【２】ペキ乗則の研究といくつかのモデル

ペキ乗１１１１のＩｉｌ１究は1910〈|:代からみらイｌるが，

1(Il9ｲ|苞にZiI)｢が論文を著してから１１:[|されるよ

うになった。ペキ乘則の生成メカニズムについて

は，Ｓｉｍｏｌｌ（1955）やBCI(Wit(1１（1956）によって

』11Ｗ)から研究されてきた。ノｉ１近では，IlHlra1)dsi

()tYll．（1999)，（labaix（1990)，RCC(１（2003）鞭

によりに行われており，miiliなモデルからＩｌｕ雑な

モデルまでいろいろ提案されている。ここでは，

そのうちのいくつかについて記述しよう。

八'＝αxnII

となる。したがって．ベキ乗'111においては.Ｔｌそ

のものの大きさではなく，他部iljの人|」とⅡ;鮫し

たときの｜Ⅱ対的な人きざが'111題となる。たとえば，

余人|｜に占める鏑ノバllTIjの人'１シェアを対蚊にす

ればよい。相対的な大きさを改めてｒｉとおくこ

とにし，ここでは規棋と呼ぶことにする。

升エノが一つずつではなく,より一般的に，ＩｌＩ

対Ｋｒ政または確率ﾉﾉiで表されるケースを牙えよ

う。Mlliiェiの順位は確率 (a）指数的関係の組合せによるモデルi:Ⅲ

.vが指数分ｲＩｊに従うと仮定する。

（x三j:！)=Ｚ,,ル
ハーｌ

で炎｣〕lされる。

さらにﾉﾉがﾉくきな値をとるとき，雛|M(｢|<IIili1率

変数Ｘは述続型で近似されるとしよう。それに

より，式の展開を容易にすることができる。すな

わち，」〕A象は連続的確率変数Ｘで表現される。

そのｸ)ｲlj関数はﾉｲ､い)，確率密lQilR1数は/(r）とリー

ろ。

Ｉｉ１ＩｉｒのI1ii位は，確率Ｐ(Ｘニエ）になる。蛮放Ｘ

がペキルビＩＩｌｌに従うなら

〃()')～(ﾉIｙ

αはプラスでもマイナスでもよい。ただし，プラ

スのときはある価以上の碓率は０になる。ここで

ilil」している変数は）'ではなくｘであり，l11li荷

は''1数的に|10係して

jr～ChV 

であるとする。Iの確率密度|Ｗ数は

，“)=,,(v)幾一蒜二Ｗ`'ル６ 

ﾉ〕(Ｘニェ)＝(Lr-β、ｊｒ三(M〕 (１） 

')=十とおけば

ノ)(ｪ)～ｒ－(ｊｌＩｌ）あるいはＰ(ｘ二J（)～ｄｌｆ－ｌｊ

となり，Iはペキ乗則に従う。

この例として，Miuel．（1957）はｉｉｉ語のII1illl猟

Ⅱrについてjillllしている。アルファペットが〃’

又`１．:あり，空lLlによって!'i語を識>}Ｉしていると

する。fli語は〃'文字をランダムに川いて作ら

ｲlるとすると，ノ肝'三|の文字が川いられる1MY率は

("-上了う;L………口の,mIi率で
ある。．y文字からなる単語のうち，ある特定の【ｉｔ

と炎さｵlる゜これはパレート分ｲliと呼ばれるもの

である。本稿では，前述したようにＸの絶郎|的

な大きさではなく，｜{1対的な大きさが'１１１題とされ

る。したがって，Ｘの最小Illiをｌと基準化して

もさしつかえない。そこでベキ躯Ｉｌｌｌを

ﾉ)(X三r)=ｴｰﾊｪﾆ1(2)

とｊ（１）Ｌよう。この分:布関数は

ハエ)=/)(X二打)=l-x-ハrzl(3)

確率密lQillL1数は
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経営志林第43巻３号2006年1０１１３

語が''１現する頻度Xは

ﾊﾟｰ(÷ﾙｰ・“
Ｍｔ) 

Ⅱ(ん(〔))＝Ｚ'《ｊ(()‐

ｈ
２
 

ノ

である。ここで６=log(1-9s)一log"】。長さ.V文

字から（、’十.v)文字にある単語の確率はﾉﾉ()')～

"】y＝け【．yである。ここでα＝log〃'。したがって

であると仮定する。

このモデルで基本的なものは（２）の仮定であ

る。バラバシはこの仮定を「優先的選択」(1)｢(リー

｢(！｢(I11ti(l1attachment）と呼んでいる。より一般

ilVには「ジブラ法則」（Gibratoslaw）と言われ

ており，「金持ちはもっと金持ちに」（RicIl-g(ル

ri(１１〔w）という現象を引き起こす。

ハが連続的に変化すると仮定して，ｔ時点にお

ける第ノノードの変化は

ｌｏｇ、

β=-号-,.9",-,09(I-q繍）

この場合，９sの確率が小さければβ＝ｌになり、

ジップl1llが成立する。

もしこのモデルを都市人｢1に適用しベキ乗llllを

禅こうとするならば，都市を規模)}'１にランク分け

することになろう。大都市・中都Tlj・小部ilj・零

細部TIjというランクや，さらに細かいランク分け

である。ランクを、'とする。ランクＷ)なかで，

ある特定規模の都市が出現する頻度をXとする。

.vの分ｲljや，ｊＹと.ｙの関係がl息述のように導かれ

るためには，かなり主観を交える必要があり，ｉｌｉ

;冊の(jlili1頻度のような|ﾘ|確さはない。

また，このモデルをウェブページヘのリンク数

やその他の｣兇象に適川しようとすると，さらに'ﾘl

Wi:さを欠くことになる。すなわち，モデルはある

特定の｣兇象を説|ﾘＩするためのモデルであり，ベキ

１１〔llllを生成するすべての現象に適仰]できるもので

はない。

辺辿=,,１，(んi(()）
（〃

んi(t）＿んi(t）
＝〃】

ＺＡｊ(1)２’ 
ノ

ilIJf点を（iとする。Ａｌ(〔i)＝"'であるから，微ｸ〉

ﾌﾟﾙWI1式を解くと

ルル川伶)“
ﾊﾉ(（)の分布を求めよう。

ﾊﾞﾙ,(〔)＜胸)='Ｉ,,Ｗ扇ぐ伽]
‐'Ｌ>等）（b）Yule過程を用いたモデル

Ｙｕｌｃ過狸を１１)いてベキ乗則を説IUIしたモデル

としてはＳｉｍｏｎ（1955）が知られているが、こ

こではよりIli純なモデルでウェブページヘのリン

ク数を議論したBarabdsiotaL（1999）をとり

あげよう。モデルは２ステップから成り),ﾉつ゜

ノードは等しい時間間隔で加わるので．（iの確率

密唖ilL1数は

ｌ 

〃(小77717丁７

したがって（１）初'９１に〃'0個のノードが存在する。升ｌＩｍｌ点

でＷ『たに１個ずつノードが迫力Ⅱされ，それぞれ

"'(三〃'0）Ⅲlのリンク数を張る。

（２）illｷ点で力Ⅱわったノードがｔ時点ではリン

ク数をハノ((）にしているとする。tlHF点でW『たに

jI1わるノードが第ｉノードにリンクする確率は

'(１１>鶚)ゴー似いく筈）
〃】2ｔ勺

■
■
■
二

A2(t＋"１０） 

ＡのliiIi1率密度関数は
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４述統確率変数を用いたエント【]ビーノｉｉ人化によるペキ唯Ⅱ'１の成(）条件

これを解くと

Ｓ,＝SOC(/(－ｕ５(J2)(－(J〃！

となり，幾'１リブラウン運勅になる。

人｢|シェアｓ(はある値以下にはならない下限

が存/';すると仮定する。すなわち，８，＞ｓ"】i〃に

対しては｣式が適用され，ｓｉ三s,,,Ｉ,,の場合には

(/８１＝Ｓｌｍａｘ(/』(/(＋０dB(’０）であるとする。

人｢|シェアの対数をとり，ｓ(＝1()9s,とおく。

ｓ(＝logSl＝so＋(/Ｌ－ｑ５〔J2)｡＋(JＢ（

β(は標準ブラウン運動なので．ｉＩ；規分布!V(0,t）

に従う。よって，下限に制約がなければ

ｓ１～八'[so+(“-0562)い'2(］

となり，人|｜シェア８１は対数Tlﾐﾙ１分ｲijに従う。

しかし，｜〈'11(を設けているのでIlaTrisoll（1985）

P」5の記述により，ｔ－〉｡｡のときには以下のよう

になる。

ｓ(＞s,,,i〃のとき

(〃(んi(t)＜Ａ） ２，２ｌＩ 
－－ 

"７０十（ノイ:Ｉ
ﾉﾊﾞﾊ)＝ 

Dｈ 

よってノノ(A)～ﾉｾｰ:'である。言い換えれば

P(Ａｌ(t)二A)～ん-2であり，ペキ乗ｌｌｌｌが成り立つ。
Ｙｕｌｅ過ＩＶ１１を川いたモデルはウェブページヘの

リンク数のほか，ili語の便i11lhll墜都ilj人'１の規

模等，広く通１１１されている。

（c）下限のあるブラウン運動を用いたモデル

GaI)aix（1999）は幾何ブラウン述lli))で下限の

あるモデルをIllいて、都市人口がベキ乗ｌＩｌｌに従う

ことを示している。

ｔ時点における第ｉ都市の人口をノ)'(とする。

各都Tljの人'１変化率は（１）Ⅱ#|Alとともに･定の

割合γｊで変化する部分と，（２）ffhIjiljが各'１ｷ点

でそれぞれjLInIﾉ:に，しかしlnIじ分散()2でilﾐﾙA分

布に従って変化する部分とから臓成されていると

仮定する。都Tlj人|]の規模が連続的に変化し，lHF

liI1変化も連続的であるとして

(ﾉﾉ〕ｉｌ
－＝γidIt＋ＵｄＢｉｌ 
Ｐｉ（ 

Ｐ(s(二s）

－>ｌ－ｅｘｐ |(2(ﾉｰ&刑 )鱗-Ｍ）
が言える。ここで，Ｂｉ上はブラウン巡仙である。

規模を比〃'|｢１１に変化させても，ベキ乗ｌｌ１ｌにおけ

る係数βは変わらない。したがって，人｢|そのも

のではなく，人|」シェアで議論する。Ｓｊ,＝Ｐｉｌ／(ｔ

時点における全都市人口の期待IiiIl）とおくコシェ

アで表した'１９係式は

-1-.xII-('一等ﾙｰ綿,剛伽,)Ｉ
＝ｌ－ｃ－ｌＳ(s-sml風）

二二でこ='一坐である。よって,’1は指数分
（Ｊ￣ 

hTに収１１Iする。

ｓ(三s,,!i,,のときは生士L=/Li“UdBit
Sil 

ﾉ)(s,二s)->０
ここで/Li＝ｒｊ－７である。γiは人［|シェアｓｊの

都市の変化率であり，７は全都iljの平均変化率で

ある。

添字ｉを宵略して上式を変形すれば

となる。したがって下限のあるモデルでは，

(→｡･の極'1(において

ノ)(s（二s)＝e-苦(s-s勇汕"）

である。

この対数を戻してS（でみよう。ｓ【＝鍬Ｓｍi"＝
Cs''w'だから

〔ﾉSｲｰﾉLSI(ﾉt＋ＵＳｔｄＢ（

積分の形に課き直して

Ｍｗ↓I;Ｍ+･'1M＆ 
である。右辺第２項はリーマンースチルチェス積

分で，節３１Viは伊藤確率積分で表現される。
''Ｍ)=(詞~‘
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紐１１『志|木第43巻３号200(;〈|ﾐ１０１１５

である．

エント1二]ピーを最大にするＹの分ｲ１丁を求めよ

う｡ＩｉＩ２’ラグランジュ乗数法をⅢいて

となり，ペキ雌１１||が成立する。

［３】エントロピー最大化とベキ乗則

従来の研究では特定の現象を念頭においてモデ

ル化してきたが，本稿では一般的にベキ咽''１を211

成するため(ﾉ)条件という観点から考察してみよう。

確率変数Ｘがパレート分布に従うならば，

P(Ｘ二K)～’一βと書けるので，ペキllIil1llが生成し

ている。パレート分布と深い関係にあるものとし

て指数分布がある。Ｙ＝logXとおくと，ｙは指

数分布に従っている。

Ｘの確率密)鋤Ｈ１数を

先(■g肋鱒肌犬(9)+入詮(圏v）
＝(－｜＋logｇ)十Ｋ十入)'＝(）

これを解いて

ｇ(),)＝Pﾊﾟｰ'十入j’

パおよび入を求めるために糸ＩｌＩ式（６），（７）に

代入する。

’１Ｗ人』ぬ-’

ＷＩｒｗｗ=・
各定jIiIi分を求めるための計算として

い(v÷い]ｒ
ここで入く０とすると

＝会(0-1)=-7＋
また

lrJw炸姜Ｍ]r-会いM，

＝妾Ｍ7-☆い]了

÷(0-0)_士(0-,）

￣入２

ハ)＝βエー(β－１)，エニ１ (４） 

とする。虹＝P)'，〔/x=ｍｌｙであるから

此)｡r＝β兀一(β〒lMb,＝βｴｰβ〔６，

＝βc-/い'(ﾙy=g(y)｡γ

したがってγは指数分布に従い，その確率密腫

関数は

g(y)=βc-lw,３,三0 (５） 

である。逆にｙが（５）式のような指数分ｲ|｢で表

されているならば．Ｘ＝ｅＹは（イ）式のような

ﾊﾟﾚｰﾄ分布になる｡

Ｘがパレート分ｲIjになるためにはＩｏｇＸが指

数分ｲiiになることが必要十分である。それでは

Ｙ=ＩｏｇＸが脂孜分布になるためにはどのような

ことが言えればよいであろうか。エントロピーの

概念を)Ⅱいると，平均が一定という糸Ｉｌｌ:の1<でエ

ントロピーが殿人になるようにすればよい。エン

トロピーは状態が秩序だっているほど|Ｋ〈．＃l1jll

をしないで'41然の状態にしておくほどifli<なる。

Ｙのエントロピー〃(Ｙ）は したがって条件式（６），（７）は

"(y)=いⅧＭ川 入

条件は 〔?（－１

ﾗ〔す=(，

除wy-’

１７汕昨《K一定)`>Ⅲ

(６） 

変形して

Ｐ'(－１＝－入(７） 
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６連続確>#<蛮数を用いたエン|､ロビーjIiﾉ（化によるベキＩ雁'''１の成立糸('ト

’１ｹ点ｔにおける確率変数をＹＩとし，その実現

ＩｉｌＩｉを〕'tとする。さらにＸ(＝Ｘ(Yl)＝P>1とする。

)1の分布|則数をＦ１とし，任意の分;';1を△ハ各

小区間ルー[ﾉ.,.j-,,ノ･(i］の代表元を)'lieIfiと

する。ここで，ｒｌｉ＝Ｘ()',i)＝eyliとする。スチル

チェス和は

ｄｌｌＣ 

９
人

よって

川=÷ｗ『
となり.g(y)は脂数分布の1M:率密度関数になる｡

ｕ」弓のことから，ベキ乗１１||が生じるためには

logXの'０１待値が一定の値をとりつつ，エントロ

ピーが最大になるようにすればよい。

’１ 

＄(ﾉＭ,;ルー２Ｊ,i(ﾉw1i)-ﾙ}(r４，-,)）
ｉ＝Ｉ 

ＰＩは分ｲijllU数なので，ili調非減少，イ丁界，右

述続という性質をもつ。さらに，ここでは連続的

な確率変数のlUl待値を対象としているので．Ｅ

はｃ１級としてよい。すなわち，Ｈｆの１階の導関
数が存在し，ﾉ'}およびその禅関数は連続である。

〕'(は閉区'''１ノー[(I，（)］」二で連続なので，有

界でリーマン､l稲分である｡'潅嗣）また，}}はＩ上

でＣｌ級であるので，ｊｙｌはＦ(に関しスチルチェ
ス臓分可能である｡'ｉｆ6）

[４】連続的確率変数であるための条件

時点（におけるＩｉＶＩｉ率変数Ｘ(が連続であるとし

よう。ｌ単位時''１１経過後にＸ,,，に変化するとし．

それが連続であるための条(ｌ|:を求めよう。ここで，

関数Ｘを

Ｘ(v)＝c),，）'三ＯＣ 

とする。すなわち，.y＝logＸ(}'）である。 １１１１位時|H1経過後の時点（(＋l）における確率

空数Ｙ'十,について考察しよう。ｚから（(＋l）へ

の締過により，ｒ〃はＲ(+,()Ifj）倍になるとする。

ここで，関数Ｒ,+】は正の([l0iをとり，区'''1ノでＣｌ

級であると仮定する。ただし，確率変数Ｘ〔+，の

|〈限'･(#1,0＝ﾉ･'')/t'十'(r(o）はｌに基準化されると
するから，

確率変数Ｙの分ｲ|｢関数をﾉ`､とする。期待Ｉｌｌｌｉは

"(深'二 ＪｉｄＦ()') 

このスチルチェスilIi分（リーマンースチルチェス

積分）を定義しよう。IiI31

まず,閉区'''1ノー[α，ｂ］でのみ定義されてい

るとする。任意の分割△を

凡}】(y(（)
(８） Ｘ〔＋１，ｉ＝虹〃

Ｒ(+】(ﾉ10）

と定義される。

’1卜点(と1kＭ（（(＋l）との関係は
Ａ：α＝'('＜ｎ＜…＜'･昨ｌ＜ﾉ>,＝６

分(I{'|△の幅を〔/(Ａ)＝哩幾('１－〃!）とする。各
小lXlIl1ルー['.i-,．ノ．i］の代表元)'iEIiを選んで

作った和

)'〃＝logい"）

Ｊ１(＋Ｌｉ＝109はt+1.i）

鯉…"差淵
ﾉ.（i＝IoglX('.")｝ 

rt+'･ノーlog(Ｘ(ﾉ．,+1,i)｝

ｘｍｗ１~ｊｗ号十+(鶉

〃

＄(';△;y)=２Ｗ('７)-ﾙ･(ル!)｝
ｊ＝１ 

をスチルチェスドⅡという。（ﾉ(Ａ)->０とするとき，

Jiiのとり方によらず一定の樅'1Nが存在するなら

ば，スチルチェスＩＩｌｉ分ijl能である。

fiM分範囲を－．゜から｡○までにするためには，広

義秋分を定義し，範'111を(１－，－．．．１)→｡｡とすれ

ばよい｡(ik1） である。よって
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１，[ＭＭⅢ=峠[;鶉||;lIlT>Ⅱ
ﾉ(,，,(rli)＞０であるから

ノ(,,,(,．(j)＋[R(-1(,．(i)］＞０（10）

がいえる。よって，時間が経過しても規横の１１｢i位

に斐化がないことと，（１０）式とはliil等である。

),!+,,i=),(i+IoglR〔+,(Ｍ)-loglRlII('･(,)｝
炉,,j＝ﾉ．,i+log(R(+I('･(i)}－log{ﾉﾙ.,('１(,)｜
恥,.j-,=,い_,+loglR(+,(r,.i－，)'-1091/(1-,('10)｜

である。

'１AI数ｊ}+'の性質を調べよう｡

（a）ｊ}の分割△（における小区llIIIli＝[ﾉ･(.j-,,

'･(〔］の代表元を.ylieI(iとしているから，

（|)）Ｆ,,Ｉは単調非減少関数であるか。このた

めには次式が成り立てばよい。
ノ.“－’二Ｊv(iニノ.(ｉ

である。Ｆ(は単調非減少関数であるので

ﾉｲ､〃,ｉ)-F[(ﾉ･“_,)三0

となる。このとき，時点ｚの分割ＡＩに対応する

１１ｹ点（t＋1）の分割Ａｔ+,が

ｒ(＋',ｉ－'二Ｊ，(＋1.ｉニノ．(＋'.ｊ （９） 

を満たずであろうか。

（９）式が成立するためには

ノ･“-,＋1og{R(+,(rf,i-,)}三Jﾉfi＋logl/B川,(),,i)｝
ニノ･(i＋log{Rn,('･(i)）

がいえればよい。）,tjI＝log(rti)，'･(,i-I＝IoglX(ﾉ･I，

i-,)}であるから，（９）式は

IoglX(,.t・'-,)R'十,(r“_,))≦IoglWU+,(jylj)｝

≦IogIX('１i)R(+,(r(i)｝ 

ハ十!(「!+,,i)－FtfI('･（十,､ﾉｰ,)二０（''）

Ⅱ#点(における小区'111ルー[r(.i-,,’.,i］が，

'１ｹ点（'＋l）においては小区'１ﾘﾉﾊ,.'＝['･(,,､ﾉｰ,．

'･(+Ｌｊ］に遷移する。したがって、小凶IllﾉｌＩＭ

が化起する確率は小区間恥の確率に等しい｡

Ｐ(/(,,,ｊ)＝Ｐ(Iti） 

また，（９）式が成立しているので，小ｌＸＩ１１１のｉｉｉ

端点の'１１N序は入れ替わらない。よって

'}(,")=ＺＰ(ﾊﾙ)=ＺＭＬｍ)=L,(Ｍ 
ルーＩルー１

それゆえ

ハ+,(1.,+Lj)一月+,('1+】,i-,)=F1(rli)-ハ('“－１)２０

(１１）式が成立するので,Ｉ?}十1は単調非減少'１Ｍ

数である。したがって

X(rM-I)恥'(r“-1)≦xliRl-l()iIi)≦X(rIi)/((+I(rIi)

が成り立てばよい。すなわち，時間が経過しても

規恢の順位に変化がなければよい。

（(1)迦統性

j}は連続であるから，任意の'･ｌｅノについて

次のことがＩｌＲ(〕立つ。任意のＥ，に対し６１が存〈I：

して|)Ｉｌ－'１|＜０，となるすべての)，(ｅ/に対し'ノケ

(y()一ﾉｹ}('･()|＜Ｅ】となる。同様にlog(ﾉ((十,）は述

統であるから，任意の'･(Ｅノについて次のことが

成り立つ。任意のＥ２に対し６２が存在してＩｙｌ－

'･(|＜が２となるすべてのＪｔｅｌに対しｌ１ｏｇ(ﾉ(,＋（

(Ｊ１,)}－１(〕ｇ(尺(+,('･ｌｊ１１＜と2となる。

ｊ}+'に関し,任意の｢(+leJについて次のこ

とがいえる。柾意のﾋﾟｰﾋﾟ,＋Ｅ２に対して６＝(７，＋

６，をとる。

（９）式において'．t÷,,i-,＜''十,,ｊであるから

，.[.i-,＋IogIRﾄ,(r“_,))〈rfi+IoglRl+,('1i)｝

である。変形すると，’･(,i-,＜rliであるから

Ioglﾉ((+,(ﾉ･fi))－log{Ｒルト,(rLi-I)｜＞０１＋ 

ﾉ､(i-7“-1 

ﾉ((＋Ｉは微分可能であるから，log(Ｒｌ十,）も微分

１１能である。したがってｒｌ､i-1をllllりなくｒｌｊに
近づけると
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たてば，Ｆ,+Ｉはjli調非減少でＣｌ級である。した

がって，連続的Iilllf率変数の分布関数である。
b'1+l-r(+,｜ 

＝|)'U-'･(＋I()gln(－ｌｂﾉｨ)}一IoglRf+,('･()'’

二ｂ,(-'･(|+l1oglR(+,(),【)}－logＩ/((,,('･()}｜

＝(〕,＋６２＝(７ 【５］対数の期待値が一定である条件

｣式の関係を満た』-すべての4Ｖ,,，に対し

｜州(い,)-ハ,(小,)|=|ハ()'1)-F((｢()|くこ,≦こ

したがってＦ(+Ｉは述続である。

Ｙ＝logXのlUl待値が一定であるための条件を

求めよう。そのために，１１､↑点（と（t＋I）におけ

るＹの期待(ＩＩｌｉの関係をみよう。

Ｅ(ＹｌＩＩ） 

‐r1w1}ｗ 
＝ｌin,z1og(X,,Ｍ１ＩＢ１,(恥Li)ル(恥Ｍ１)｜
ｄ(A(+I川〔'j=１

コ,肌,二'轤卜蜥淵'ｗＭＭ
‐l『八㎡',M,Ｗ７呈さ+{:１丁)`Ⅲ

ここで卜限の変化陪率をﾉ((十,(r`O)＝ﾉ(?\'１と書

き換え，１〈lUlの変化倍率をＪｉＬｉＩｌ;にした各([Ili(ﾉ)相対

変化倍率を

(（１）微分可能性と禅UM数の迎統性

Ｆ(は微分可能であるから

ノ71,(r(（)－/il(ｒｌｆ１）
lim 

ノ.ｌｉ－'･“－，－>ｏｒ(ｉ－ﾉ．(･ｉ－ｌ
=ハ('･"）

が存在する。

Ｆ(＋'(ﾉ1,1,j)－′,(＋'(ﾉ･（十1,i-l）

ノ．“１．ｉ－ﾉ.(＋１，ｉ－ｌ

Ｆ((r(i)－Ｆ,(ﾉ･“-1） 

ｒｌｉ－'､Li-,+loglRl+,(rli)}－１(〕ｇＩＲｌＩ,('･Ｉｆ,)｝

'}(rfi)－/'１('､(.i-,） 
Ｒｆ－Ｉ()'） 

ｐ（+'()')＝ＲＷＹ 

と定義する。）'(十,の期待'''1は

MIMMWl三澤ｌ４ｆＭｌ
Ｒ(+lは正の値をとりＣｌ級であるから，log(/((.,）
もＣｌ級である。したがって

凪１Ｍ三川'1７ log(叩]()')|(ﾉﾉＭ)')
EII](い,.i)-F,+,(ル,.i-,）

Ｉｉｍ 
ｎ，Ｌｊ－ﾉ･ハ１，ｉｌ－ｂＯ '・ｌ－ｌＯｉ－'.(＋１，｛

となる。期待I11Ijが時間経過にかかわらず一定であ

るためには
ｌ 

＝ハ(r1i）’十[log{R(+,('.,j)}］
１ 

＝ハ(rli）

［卜[:|÷||器］
（('･(i)，Ｒ`,]('･(j)，［Rf+,('･")]'がそれぞれ迎続
であり，（10）式から

ｌｒｗＭⅢいり

‐い(号;i7ll;L)'"ル，
であることが必嬰十分である。

この意味を考えてみよう。

Ａ【i＝ﾉｨ}('･(i)－１`}('･Li-l）

とおく。

(12） 

[R〔+,('･"))]’
＞０ l＋ 

Ｒ(+'('１ｉ） 

であるので，Ｆ(+｜は微分可能で，その禅|Al政は

連続である。

（a）～（｡）をふまえて，’141数ＲｔＩｌが115の値

をとり，区間ノでＣｌ級であり，（10）式が成り
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R（十,(log(ＸＩ)）

ｌｒＭｗＭＭｊｉ） 

‐`,!)脚害岫欝'"川Ｍ

‐『川,沖圏(u卯伽）
したがって

Ｘ'十ｌ＝Ｘｔ
RYW 

である。ただし，Ｒﾉｰ,（・）は変化|商率，ＲＹＷ

は下限の変化倍率である。

iiI1i辺のﾙ|数をとって

log(ｘ(Ⅲ） 
｡ 

＝log(X1)＋loglR,+,(log(X())}－log(R'Ｗ） 

y＝ＩｏｇＸの'１４１係を１１lいると〃

Ⅱ[w1i)`M→， 
ｊ＝１ 

ならば（12）〕(をiiYiたす。すなわち，（12）式は

相対変化倍率の'１１乗平均がｌに等しいときに成立

する。

γ(,,＝}1+log(R【+,(Yl))－１()g(ﾊﾞﾘＷ）（13）

Ｗ＝Ｙ(１，，Ｖ＝}{とおいて」二式のI1LI係を適１１)す

る。Ｘ,のWi;率密度関数をハ()'(）とすると

１KＭ川恥Ⅱ･闇|鶚'４ＭM）
【６】エントロピー最大化の条件

一次元の迎統碓率変数ｖとｗがある。確率変

数ｖが，対，の迦続な変換によって新たなIiiif率

変数ｗに変形されるとしよう。ｖ，ｗの砿率密

度関数をそれぞれ／(U)，ｇ([(,）とする。iil1iiW)１１Ｍ

係は

(13）式から

dlog(R【+,(V,)｝(ﾊ 
ﾆﾆl-LLL＝’十
伽 dbvt 

l〔ﾉﾉ(,-1(v()
＝ｌ＋ 

R(},い'(）（(y（

[Rt十,((yt)ｌ

Ｒｔ+](yt)>0 
＝’十

淵g('())=/(()) 

（１０）式より右辺は正である。したがって（14）

式のｲｶﾞ辺却｝２項は

lir川蠣|鶚|の，

“１７ﾊＭｇ(叶鶚牒脾，

－脚''･關(Ｍ１器Ⅱル
ーHrﾊM･蔭(△i｢蓋i;｣)小

（12）式より右辺第２項はＯであるから，（14）

式は

〃(γイー,）

－１川,卿jIogI川,）
＋[/6(+,(),!)]MW-Iog(ﾉ(ＷＶ）（15） 

である。

Ｗ=A(Ｖ）がili調で一価の変換であるならば，

Ｗのエントロピーは

Ｈ(Ｗ） 

－-'二Ｍ｡麿圏("M"，

-rと|川|淵ﾙ償し(嘘)|器|ﾄﾙ’

一ⅣＭＭＩ二川･gl器|`‘

="(w'二〃)'噸|淵`，
となる。'iz7）

上式を本論に||lいよう。確率変数Ｘ,とＸ,＋，

の関係は（８）式から
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Ｗｆ１もlになる｡

次に，卜ＩＨｌＩｒｊが変化しないﾉWI7＝ｌのケース
を勝えてみよう。この場合には，ここで定施した

lIl対１１()な規模ではなく，絶外ｌｉ１Ｖな規棋にドｌｌｌが存

/I;するケースである。

（１２）式は

となる，

l1Irlll1経過とともにエントロピーが１W大していく

ためには，（15）〕(の右辺第２jriと第３１１，(をあわ

せた(111がプラスになればよい。すなわち

ｌ”jＭい,）
＋[/((+](y,】'Myl-Iog(/WyV)＞(）（I(i）

である。/l：辺第ｌｊＹｉは，「(変化|汁率)＋(変化Wf率

のIlJiさ)」のネル雁平均にたいし，対数をとつ/こＩＩ１ｉ

である。このIilllが~|（'！((１．の変化１１ﾔ率よりも人さけ

ればエントロピーが｣Ｗ<する。

１７'｡g'ＭＩＭ(v腓Ⅲ (17） 

となる。

｜《|l(が存1('1;するケースとしてはＧＹｌ１〕aix（1999）

が,i腿論をしている。ただし，幾Iiilブラウン巡肋を

川いてモデルをiMi築しているので，標ｲﾊﾟ絲賂はい

たるところ微分可能ではない。したがって本稿の

論'''1には翻訳しにくい＝〔lal),,ｉｘのモデルを離れ

て本稿の場合で考えれば．ＩＭＩ々の変化倍率がｌに

近い収束同iiiが想定される。

③の「(変化ＩｉＹ率)＋(変化陪率のlbiiき)」のIIlllr

Wflがド限仙の変化倍率より大きければエントロ

ピーが1W犬するという具１Ｍ(lな状況を芹えてみよ

う。ノ<'１Ｗ＝ｌの場合がよりjli純なので，このケー

スをみる。（16）式は

［７１ペキ乗則の生じる条件

ｕＩさのことをまとめると，ベキ乗１１'１がＪｌｉじるた

めには

①（１０）ユい規棋の順位が変化しないこと

②（１２）式：'１１対変化倍率のｌｉＩｌＩＥ平均が｜にな

ること

③（１６）式：「(変化倍率)＋(変化倍率のlljlさ)」

のIIlllii平均＞ド|川直の変化Wf率

が満たされることが必嘆である。

ただし小論では．連続的確率座数が|け'''１絲過に

よっても述続｢l()確率変数としてｌＩＩｉＩ＄するとIiillh1し

て論１１１１を組み立てている。それゆえ，①＃11↓!(ﾉ)111(ｉ

位が変化しないという条件が必班である，このよ

うな状況は実際の場|iiiでは最終ＩＩ１ｊｍｉにおい-ｃＩＩｉじ

うろと芹えられる。したがって，ここでの必班茉

Ｉ１:はダイナミックに順位が変化1-る初191のDJ蚊で

はなく，ペキ乗１１'|が｣|：成しつつある最終Iii)1ｍにお

ける糸｢ﾄと想定した万がよい。

②の'１|ﾙ|変化IlIf率のｲ11乗平均がＩという状況o）

其(,|(的なケースを考えてみよう。たとえばB1Ira‐

Msi〔､1811．（1999）が前提している場合である。

新たに'ソェプに参Dl1-J-る者が既ｲﾄﾞのどのウェプペー

ジにljf統するかという問題である。Ｂ【wa1)nsiI1l

lh１．は，ＩｌＡｌ々のウェブページに}}〔られているリン

クliI(に比例して接続するという仮定をもうけ/こ。

この場合，本碕の論I1l1に潮訳すｵlば，１Ｍ々の座化

Ｗｆ率がすべて等しいということになる。１<ＩＵＩＩ１ｌｌｉの

変化IlPf率も|可様に等しいので，ⅢＩ々の'11ｽﾞ､Mlf化|冊

率はｌとなる。したがって．’11吋変化倍率の'''１１〔

|i弘'１M川吻ⅢⅢＭ)（'8１
となる。

／(,１１()')は'１$点ｔにおける側』模に１１A付る蛮化ｌ１ｆｆ

率のl1U数である。したがって変化倍率のliJiきとは，

ｌ１ｉｌ・llIr点でH1樅が変化したとき変化併率がどのよ

うに典化するかを表す。変化Ｉｌｆｆ率のⅡ|唯14均が，

であ(〕，かつ，「(変化倍率)＋(変化倍率のＩＮＩき)」

の'１|】|［｣ﾄﾞ均が１以上という条件から，座化wIf率の

(ＩＪＩきが全般的にプラスということが想定される．

ということは，規摸が大きいほど変化|冴率もプラ

スに入きい。すなわち，規模が大きいものはより

ﾉ<きくなる。Ｙ１ｌｌｃ過程をⅢいたモデルでジブラ

１人||'|が成り立つ場合に，そのようなことが筒えた。

そのような状況が③の具体的なケースとして想定

される。

もＩ)ろん，ベキ乗１１１１がｌｊｋｌ>:-ﾘｰる収束hijiiIiではエ

ン|､'］ピーがＩ１１人になっているので，すべての変

化はhiIill:し，変化倍率はＩになる。したがって変

化|/イネの傾きは()になる。そのとき（,8）式は
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となる。

期待値〃(Ｘ）が下限ｒＬより１分大きければ，

βはｌに近くなりジップ則がなりたつ。

(１７）式とlTilじものになる。

［８】ジップ則の成立条件'辰制’

ベキ乗係数βがＩになる条件を考察しよう。こ

の'M1題では変数ｘの他は正であることを前提に

している。連続(l(1確率変数で近似したとき，Ｘ

の他は限りなく０に近いものまで範llllにしていた。

しかし実際には，Ｘの下限は０よりは大きな値

である。その1〈|Ⅱ(をｒＬとしよう。

Ｙ＝ｌＯｇｘであるから，下限に対応するＹの

([,liはルーIogrLになる。Ｙは指数分１１丁をする。範

１１１１は０以上としていたが，実際には.vL以上にな

る。したがって（５）式の確率密腿'1M数は

ｇ(y)＝βｅ－ｌｌ(v-JyL)。）,二),Ｌ

本稿の三i：要(Ⅱ分を国友直人・jII京大学経済学Kll

教授に検討していただきました。謝意を表します。

もちろん誤()があればすべて兼行の責任です。

〔注〕

（１）ここでの議論klNewmaIl（2005）ｐ」3を参１１(（

している

（２）ｌ(ezal).280,Johnsonl)」３（Lcllnma1.2）

（３）杉illil〕､351

（４）杉illip､290

（５）杉illilL227定理4.2

（６）杉illiI).357定理17.9

（７）以上の計卵はRezaI).273

（８）Gal)aix（1999）の考えﾉﾉによる。

となる。（２）式のベキ乗)1'１の関係になおすと

（x臺延１－㈲~蝋…‘
これは(1)式において(I=はﾉ)βとおいたもの
になる。

（４）式に対応するＸの確率密KIIlU数は

／(r)=β(虻L)ｌｊｒ－(β'1),ｴﾆdrL

になる。

Ｘの期待値を計算しよう。
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