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複利率とポアソン過稗*）

宮崎耕一

はじめに

複利の数学的分析は，この論文以前に，1983年論文[２］，８４年報告[３］，

86ｲ1畠論文[４］で繁者によって考察されてきたが，本論文では，以前に十分

にⅢ)らかにざＪ１Lなかった二つの点を解りIすることが目的となっている。そ

の二点とは，まず第一に，任意時点に引き||'し，預け入れ可能な述統時間

モデルで，イ!｝られうる利子の上限が，連続的複利であることの厳密な証U)，

第二は，その_LllLである述続的複利と，時lllを離散的に区切った１１ｆの複利

との大きさの差を表わす式を示し，その式とポアソン過程において現われ

る式との類似性について考察すること，である。

＊）ポアソン過腿との関述は，これまでに公刊された筆著論文では言及されてい

ない点である。

1

はじめのlIIjliIjは*!)，要するに式で書けば，

ｓｕｐ〔最終時点（ノー1）に手にすることのできる利子総額〕

|;繊髄爵'''i'総Ml
-…(い(M)-L(ただし'(…'仔馴…わす｡）
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を，厳密に証lﾘＩすることでああ。／f辺のｓ''１）の1リjのカッコ|ノル，あら

ゆる場合とあるのに注意されたい。この'１１１M､全休は，次の二段階に分けら

れる。節一は，jU1間０≦/≦１を，イァ限0Mの小区lIllに分ける分ｌｌＩＩＪのすべて

から成る集合を考え，（〔意の」に対して，「」の各小区|M1内部では，全く

り|き'|'し，弧け入れが行なわれない任意のjTi金計１１１１に対して，ある分割

J'が存在し，Ｊ'に関する離散的複利が，そのIH金計画を凌駕する」とい

うことを示す。第二には，あらゆる可能なｲﾌﾞ限区'''1分割」に関する，離散

的複利の｣二|災は，上式のイi辺が表わしている，述統的複利に等しい，とい

うことを示す。これら二段階のうち，あとの力の段階は，ずっとiiiliiなの

で，まずこれをとりあつかうことにしたし。この段階は，命lHjlと命題２

によって示される。

〔命題１〕（[意の有限区'１０分;lj'|Ｊに関する雛１Ｍ(的複利は，述統的複利を

越え得ない。

（証明）ある」の小区'''１の齢ﾄﾅを1,2,…,ノとする。各小区'''１A(1≦ん≦ﾉ）

にｌｌＵする離散的利子>ﾄﾞを〃ｌＡで表わす。イリ子＊関数ｂ(/)(o≦！≦l）は

イj界で常にili，かつⅡIii!'|とする。〃ﾉﾑ(よ，／)(/）の，第〃l､区''１１に関す

るﾙﾍﾟｰｸﾞ職分I`蝋)ﾙ(Ｍで職さ…｡このとＭこ'則する離
散的棚'１は１１』三,(1＋）"!)－１と表わざｌしる。〃ﾉﾑの定投式から，

Ⅲ伽(M=畠,山
が成立する以上，

。x,(１ｌｂ（１）`!)=少,,ﾙｰ偽(!I卜"川合",:+…）
ゆえに

…(|;‘(M）
(とw霊:1斗！

ノ

l1
Al＝Ｉ

ノ

Ⅱ（1＋"〃）
ルー１
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これでiihlMIよ;IMUされたことになる。

〔命題２〕ある分割列｛｣1,Ｊ2,…）のｸ);I;llJ1,Ｊ2,…に|Ｈ１する雛|M(的複

利がllMi成する数列は，巡統的複利に収束する。

（証明）」:大の等号の右側の積は，』を，〃0Mの等しいlをさの小区'''１に

とる場合には，［`l］で証UIしたように，〃－〉｡｡のとき，１に収束する。

こうして，ｉＭＨ２が成立つことが示されたので，節二段階が証Uj1された

ことになる。

注＊1）第２節のiVi仮定をiiIl提する。この'1Ⅲ１mの木|if的な談論は，本論文ではじ

めてとり上げられた。

注＊2）このような欲分による〃10の定義は，第２節のOえ雄(1)と紬びついてい

る。

２

鋪一段階を厳柑に証Ⅲ]す為ということは，いかたゐことであろうか。諸

仮定をU1らかにすることからとりかかっていこう。

〔識仮定〕ＩＩＭ,……競鐡は,その鍼iiの１１１‘(1)側'''wwを
ＺＩ１ｔＦｏ(2)生じた利子は，リ|き'1)されなければ，元本にくり入れられな

い。(3)!'iじた利子は，リ|きＩ１１されただけでは利子をLIiむ預金とはなり

えず，利Ｔ･をZ1itf預金となるためには，TljぴjTiけ入れられねばならな

い。(4)元本１，及びその直接の利子として，またはその何代l]かの利

子として生じた金額は，その一部分または全部を，０≦/≦１のいかな

る時点でfjiけ入》してもよく，何lQ1に分けて預け入れることも許さ」しる。

(5)元水１，及びそのilLl(接の利子として，またはその何代|]かの利子と

して生じた金額は，その一部分，または全部を，いかなる時点てり|き

’lＩしてもよく，何Iulに分けてワ|き出すことも許される。(6)退蔵されて

いる金lWiがfjiけ入れられるのと同時にリ|き}}|されるということは行な

われないとする。(7)預け入れられている金額または生じた利子が，リ｜

きＩ11されるとliT1時に狐け入れられる，ということはあり(()る，とする。
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1．〔預金計画〕ある}lMZii1lIlIiとは，上記(1)～(7)のi＃仮定を来たし，かつ

inけ入れのllI,』､(の故とり|き'|}しのⅡIi:`,Aiiの政":ｲjl1↓ﾉﾘﾐ，北Ｉｆ１のjlI1Illノノ

式のことでああ。各/1《のｉｉｉ金iill山iには，（Iiルかのlliの金緬がfjiけ入れ

られた時ﾙﾊﾞの１１｛合ﾉlと，何らかのJIKの企緬がり|きＩ１１された時点の災ｲｬ

ﾉﾉとが付|）|(Iしている。ノlの一要素を(【，〃の一要素を６で表わり‐。

Ｏ≦α＜１，０＜､≦１と仮定される。各々の時点にﾉＩＵ〃で預け入,}しら

れた額をＳ１≧(),ノでﾘ|ぎllIさＪ１した棚を７}≧０で表わす。

2．〔預金計画の改善〕（[意にljr､えられたfji金訂miについて，並終時`'１A

ノー１において手にすることのできる金＃(iを，より大きくする，という

怠り|:において，より改諜された預金計ill1iを求める。この改善を，何段

＃iにもわたって行なう。その'し休的/rやり力は以下のとおり。

（１）（[意のiYi金計画ﾉ)について，（ﾉｌＵﾉﾉ)一{0,1)＝Ｘの一要素をノとす

）る。Ｃ＝{/IにＸ，Ｙ)＞Ｓｌ）の元のうち，ノM(小の元をｂとする。ｂ＞O｢，

、においてり|き'||されたが１Viけ入れられなかった金11iilTb＝7$－s`＞０

は，ノlの元のうち，ｂよりあとの元のうちいくつか（これらを小さい

l1IiにⅣ,“,…,α，とする）に:１.いてjTiけ入れられるか，または，そＪＩＬ

以外の部分は，J1＝ｌにまで退蔵されるであろう。ハのうち，火際に

Ｓ１，ｓ2,…,Ｓ,(＞O）が，そ｣しそj}Ｍ１,('2,…,(ｨ,で預け入れられ，７，)一

（Sl-I-S2＋…＋S`）がノーljiで退蔵される。Ｔｂのうち，たとえばＳＩ

は，Ｏで引き１１)されたあと，ｲﾊに到るまで)&蔵され，ロ1においてjYiけ

入れられる。Ｓ2,s3,…,Ｓ‘についてもlid嫌である。リルかにＳ`,,≧Ｓｌ

であり，｜｢Ｉ様の不等式がロ2,"3,…,仏についても成立つ。

そこで，／)よりも改諌さj1Lに狐金衞Ｉ１ＩｈｉＱをiﾂﾞ<のようにして|肺)juiする。

７，）を，Dに:１．いてり|きＩ１１されるとIiilllliに菰け入れるようにするので

ある。Ｑにおいては，Ｓ`がノ)におけるよりもＴｌだけjliij11するので，

Ｔｌ＝Ｓ‘となり，α１，α2,…,α`においては，それぞれ，Ｓ⑰1,ｓ`2,…,Ｓα，

がＳ1,s2,…,Ｓ’だけ減少する。Ｔｌのうちの，たとえばＳ１は，Ｐで

は，α,に到って預け入れらＪ１したのだが，ＱではりでＨ(け入れられる。
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SIは，Ｄから(ｎまでのIii]に，利子（ｎ）を斯仁にｆｌｉなこととなる。こ

の利ＴＩＭ)以後，どの川)もり|き}l}さ』}しること｛よない，といﾋﾞｰﾉｰる。

(/2,…,(んについていり様である。Ｑでは，ノ’よりも，ノー］に:1ｓいて

FIXにすることのできる金Ｉinが，A＋/2-ﾄ…＋（だけ大きくなあ。

このようにしてｌＮｉ１ｊＩ@した菰金計画Ｑに対して，１Ｊにおけると|『Ｉ様に

Ｃを定め，これをＣｂと書くことにﾌﾞｰる。Ｃｂの岐小の元はりより大

きい。なぜならばＱでは７}＝ｓ，となっているからである。１Ｊから

Ｑを||,}成したのと全く１１１棟にして，ＱからＱ２をｌｌｉｉ成する。

この'『りじステップを，必要な回数，繰り返すと，ハヒ後には，１１`合

Ｃに''1当する災合が空となる。この'Ⅱl政は，たかだか，はじめのﾉ，の

Ｘの，bu-l:の元のIIjl数をこえない。この|『!'数を）･とする。Ｃｂ,＝‘

である。

０，における（ﾉｌＵ〃)一{0,1）の部分災合〃＝{/|/ejY;７}＜Ｓ,｝の元

を(（Ｍも,…川とする。たとえば(７１で，ブバけ入れられたが，リ|ざ１１｛

されなかった金ｉｉｉＳｉ＝Ｓα1,-Yb1,＞Ｏは，ｎｌ以iiilに，ネット（純ｉｉｉ）

でﾘ|き''１されたか，あるいはノー０における元本の－１１１分がイハにii;１１る

まで退蔵されていたか，あるいは両方の合成である。ところが,Ｃｂ,＝

ｐであるから，ネットでﾘ|き}'１されたという場合はない。従って，Ｓｉ

は，すべて，／＝ｏからの元木の一部分である。α1,‘…,ﾛﾊﾞﾘにおいて

も|可搬である。

そこで，０，Ｊ:りも改諜されたｉｉｉ金計画Ｒを次のJ:うにして術成す

る。たとえばＳＩをイハで頑け入れるかわりに，ノー()でfiiけ入れるよ

うにするのである。Ｒにおいては，α,,では，ＳｎＩがＳｉだけ減少し，

S(,!＝YbＩとなる。Ｓｌは，11＝Ｏから(J｛まで，新規にfH金さJlLること

となるので，その間の利子（A）が新たに生じる。この利子は，ノー(）

以後，どの部分も引き１１１されることはないと仮定する。Ｓ）は，ノーＯ

で預け入れられたあと，αｌ以後もそのままiYi金されたままで，⑪ｌ以

後のＳｌのjill)１１は，０，に:おけるのと全く同じ，とするのである。Ｓｈ，
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Ｓ§,…,Ｓ向についてもli1様である。

Ｒにおいては，Ｄ＝{/|/ｅＪＷ１＜S,)＝‘である。０，からＲを|織成

するやﾘﾉﾉから，Ｒにおいても，０，とITilljiに，Ｃパー○である。従っ

て，Ｒではすべての/ｅＸにおいてＳ,＝ソ｝となっている。なお，Ｒ

におけるＸは，はじめの預金計画ノ〕におけるＸに含まれるが，必

ずしも一致しない。このことは，ｌｊから０，を構成するやり方から，

言える。

(2)ノビにおけるＸの元を，小さいllIiに，ノ,,/2,…,'・としよう。これら

の時点でﾘ|ざ１１'され，１１lけ入れられる金|i(iを，それそ」ＬＳｊ,Ｓ2,…,Ｓ〃

とする。ノーＯにおいてfliけ入れら;}Lる金航をＳｏとし，ノー１でﾘ|き}|｛

され｛りるか，または退威されて手元にあるお金の合計をＳとする。

111‘(､`'を''iMl1'二'川で…
ノー０での11,i金はsoである。従ってＯからノ,までの利子はノ((),/I）

so．またA-6（ｅは微少な】[数）での元利ｲ『計は（1-ﾄﾉ(0,/,－ｓ))so

である。ＳＩは/,でﾘ|き}Ⅱされ，かつfjiけ入れられるuIz，

（'十I(0,/Ｉ))So≧Ｓｌ……（１）

ノ,＋こての「利子を４kむhi企」は,ＳＩ≧soならばＳ１であり，Ｓ,＜ｓｏ

ならばsoである。（S,＜soのときには，ノIでの元利合計のうち，利

子部分はAで元木に組j1Ａ入れられず，jWi局，Ｓｏだけが/,の元本とな

るからである｡）従って，ハから/2までに411じる利子は，ノ(ﾉﾙﾉ2）ｎＩａｘ

（so,Ｓｊ）となる。ゆえに，ノ2での元利合計は（l＋I(111,/2)）ｍａｘ（so，

Ｓ,）である。Ｓ２は，/2でﾘ|き11｛され，頑け入れられる金額である以上，

（1＋ﾉ(/,,/2)）ｎMｌｘ（S０，s,)≧S２……（２）

｜､]様にして，/2＋Ｃでの「利子を生むjTi金」は，ｍｉＩｘ（so,Ｓ１，s2）で

あり，／2からIISまでに｣|{じる利子はＩ('’’'３）ｍａｘ（S0,s,,Ｓ，)。ゆえ

に/3での元利合計は（1＋ﾉ(/2,ム)）ｍａｘ（so,Ｓ1,ｓ2）である。そして

（1十Ｊ(/2,/3)）ｍａｘ(S0,s,,Ｓ２)≧S３……(３）
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一般に，ノノ十ｅでの「利子を生む菰金」はｍａｘ（S0,s,,…,Ｓﾉ)，

ﾉﾉから／(，までに生じる利子はＩ(ﾉﾉ,/ｊ十!）ｎMlｘ（so,Ｓ1,…,Ｓﾉ),ノノ+I

での元利合計は（1＋/(ﾉﾉﾙ+,)）ｍａｘ（S0,s,,…ＳＪ)，そして，（1＋Ｉ

(/ﾊﾉﾉ十!)）IllaX(so,Ｓ１，…,Ｓｊ)≧Ｓｊ+,,…(/＋l)，ノー1,2,…,【（（ただし，

ＡＩ,＝１とおく。Ｓﾛ+Iはノー１での元利合計とする)。

従って，ノーＯから／＝１までに生じる利子の合計は，

ノ(0,ハ)So-l-ﾉ(A,/2）'１Mlｘ（S0,ｓ!)十ﾉ(/2,人）1,Mｌｘ（ｓｏ,Ｓ１，s2）

十……＋I(/図,1）ｍａｘ（ｓｏ,Ｓ山…,Ｓ口）

この式の''１には，もちろん，その全部または一部分があるlllr点で元

本に組みＡ込まれ，その利子を生んだ項が含まれているが，ある時点で
みずか

元本に組永込まれるか否かにかかわらず，４１１じてからノーｌまでにｌ２ｌ

らのIllliI1((が保たれることにはかわりがない。ノーlにおいて手にするこ

とのできる金額Ｓは，／＝Ｏからノー１まで退城される金W【(’一s｡と，

ノー()における初jU1iYi金額ｓｏ及び｣i記の利子合計のｲ１１に等しい。従っ

て，」:iiIlの利Ｔ･合計の式を，Ｉｌｌ約条|'|:so≦ｌ及び（１）,（２）,…,(l(）

のもとで/１１大化するようなＳ１，ｓ2,…Ｓ・を求めるという'''11Ｍが，ここ

において〕F(要となる。Ｉ(0,A),J(11,,/2)，等たは所与である以上，mHlx

lH1数のＩ１ｌ：１，〔から，この制約付き最大化'''1題の解は，次のように与えら

れる。ｓｏ＝１，ｓ,＝(1十J(0,/Ｉ))ｓｏ，Ｓ２＝(1十Ｊ(/1,/2))S],…,Ｓ鷹＝(1十

Ｊ('ｕ-1,'U))S口-,，すなわち，Ｓノー１１(=!(1-ﾄﾉ(ﾉﾊｰ１，A)),ノー1,2,…，

〃,･･･(Ａ）

このことは，次のことを意味している。A,/2,…,/“を所与とすると

き，各ﾉﾉにおいてり|ぎ１１１される金額と預け入れる金ii【iとが，同じiEの

ｍｉｓﾉであるようなすぺての預金計iT1liの｢'１で，ノーＯからノー１までに生

じる利子合計が，妓大となるfji金計画は，式(Ａ)で表わされる預金計

iiVIiである。ノー０からノー１までは生じる利子を除けば，それらのあら

(ｸﾞ)ろﾁIri金計iil1iは，預金と退蔵金の合計額１を，ノー1で手にすることが

できる。この股大化する預金計画（式(Ａ)）を，ハ,/2,…山による分
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ｌｌｉＩＪ′に対する離散的川Ｉの場合の預金iil･iiIiiとIIPぶ。従って，

〔命題３〕リ|き'l'し時ﾉﾊ(とfjiけ入れ時点のＩＭＩ数が有限な任意の預金計iil1i

ノ)に対して，分割」'が､ＶＩＬ，Ｊ'にDIIする離散的i”'１

［１１（'十'ぬ)]－１
Ａ－１

（ただしﾉｰⅧ+'ルーに‘(0`１－恥M…〈),Ｍの利
子合計を夜船する。

これで，鉱１節のはじめの結論が証Uj1されたことになる。

３

この論文の飾二の目的は，（[意の分割ｊに対して，」に関する離散的

複利の大きさと，述統的似利の大きさの差を表わす式と，ポアソン過程の

議論において現われる式との)J(似性について考察することである。

ポアソン過蝿についての子(Illi的説Ulを行なっておこう。ｕ－ｌｒは，大略的

説明であり，評jNl1は伊藤［１］を見られたい。

０≦/≦ｌを，ｏから１までのｌ２さの１１１１:llIjとする（｢'1ｷ間」とＩ柵しなくて

も，他のもの，たとえば'111雌,その他と解釈するＩ坊合もありうる)。このと

き，０≦/≦ｌの区''１Ｍで，Ｗｉにしか起らないある一種額の''１米ZIP（cveIIt）

が，{,,Ｉｌｕｌか起る可能性があるものとする。その''１米z1千は，その'''１，－度も

起らないかもし}しない。また，それは，１．５１nljll1る，というようなことは

なく，起るとすﾙしば正整数lul起る，とする。

さらにｏ≦/≦１なる区'''1を，イ７MK個の任意の小区間に分;Ｉｉｌｌして，その分

判をｊとし，Ｊのそれぞれの小区''１のl｣L１部でその１１１来事が起る確率を考え

る。この確串は，一般的に(よ，その小区llUごとに，互いに異なっている。

たとえば，鋪一の小区間でそれが起るwlf率（lQl数は１以_|:，いくつでもよ

いとして）は，鉱この小区'''１のそれと異なり｛りる。ポアソン過程に』(本的

な仮定のひとつは，次のことである。（[意のＪについて，化懲の小区|Ｍ１内
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にそのｌｌｌ来Zl1:が起る確率と，ｌ可じＪの別の小区１Ｍ１円にそ,}Lが起る確率とは，

互いに独立である。この仮定を独立性という。もうひとつの基本的な仮定

は，その''１来了'1Fが起ることが，木質的にはIWiであ為ということと分ち難く

結びついているけくの点であZ)。１K''１１()≦/三１１）}の，どのＩⅡl學点ハから１１１発

しても，｜/２－A'一’0のとき，ハミノニノ２なあ'|､区''１１でその''1)IalTが一|⑪|以上

起る雌〉+((よ，ｏに収束する，という仮定が，それである。この仮定は，砿

>徹k統性という。

今，ｏ≦/≦１の上の有界，可ijlﾘ関数６(（)≧ｏが所与であるとすると，上

記でその特徴をD1らかにしたポアソン過WI1で，次の性fTをもつものがｲF在

する（01藤［１］，》jAHI127.2を｣』られたい)。区'１１１０≦/≦１１ﾉlの(f怠の小区

１１１１／,≦/≦/2において，その''１来?|「がノ'四|だけ起る確率が次式で｣/､えられる。

（,"ｙ")Ｍ-,"い"=い('川
j＝(),1,2,…，すなわち，平｣/ノノノノのポアソン分布の式である。

ｕ｣:の事柄から，任意の分1111Ｊに関して，全区ｌＩＵｏ≦/≦1円で，その'1｜

)に'1:が起る(iii錦〈と，Ｊを|川ｌｊｔするｲﾄ小lXllIIlﾉ}でその111米Ｆ１｢が起るＩｉｌＩｉｉ>＃(との

'''１に，次式が)｣iii立つ。

((I》(0`小形,(-11伽(M)-,畠ノルw…p(-"")］
……(3-1）

｣:式の左辺は，そのｌｌＩ来zlvが()≦/≦１の'''１にｊ|回1だけ起る確率を表わす。

;h…(……DはⅢ)‘('M=い(')`'のこと…｡肱:臆，
/゜＝()，ｈ＝１とし，ノ1,/2,…,/,－，は，区'''1()≦'1≦１の，ノIMIの'１､区Illlへの分

諜'1Ｊの分割ﾉﾊ(を友わす。イi辺の１１１(記号の''１の式は,１１１来２１１２が,第ル小区'''1内

で０A|Ⅱ１（0A＝(),1,2,…）だけ起る確率を表わす。Ｗ(全休の意味は，それら

の?|｢蝋の，ルー１からノまでの1,9祁象の確琳である。和記号の和の範IlllG

は,{0＝(9,,('2,…,(7,）１，，＋U2＋…＋,,＝/，（ﾉﾊｰ0,1,2,…,/｝を表わす。す
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なわち，合計してノIDIとなるような，ノ佃の非負撚数01,02,…,０，の|櫛成

するペクトルの災合である。

〔複利率とポアソン過程の数学的類似性〕任愈の分割」に関する離散的

川リ'11-,(1-ﾄﾉﾙ)－１について，次式が｢(｝られる。

ノ

｢１（'十)"』)－１＝"'１十ノル十)"3＋…十)"，
Ａ＝Ｉ

＋)",〃胆十）",)"3-}………･…-|-)",〃Ｉ，

＋)"21"9＋〃'2"ルト…十〃ｌ２〃ll

-l-…………

＋）)1,-】〃Ｉ，

十・…･……．

ノノ

十'"!'ﾙ'",…"''＝畠,畠`[AU]("11Ｗﾑﾉ)］
……(3-2）

ここに，ノ〕,＝{0101＋(/2＋…十0,＝/,０A＝Ｏｏｒ１}＝Ｃｉｎ{"|UA＝0,1｝

,,,ﾘjMm6的岬Ⅱ…(Ｉｌｍ(')`)－１に鞭しいから述縦的魎１
から，Ｊにllllする離散的複利を差しワIいた叢を，述統的M1利の場合の

Ji:ﾎﾟ'１儒川１ｌｂ(Ｍで１Ｍ''・た;':'１合は,Ｍで…'１る。

耐－Ｍ
ノ

、（1-ﾄ"肋）
ルー１;ｗ）

(い')`'）eｘｐ

０つ

=i界,,,島`[Ilq]("'1瞳/，`ﾉ)c'《''(-'"`)］

十息に詠伽`[凸("11瞳/’@ﾉﾙx['(-'川)］
ＤＣ

=畠に録,ｈ[Anl1('"１１蝉/,ﾊﾉ)Ｍ－'"蝋)]……(3-3）
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｣:式の右辺は，Ｊの小区間のうち，少なくとも一つにおいてその'Ⅱ釆

?'Ｉが２１ｎＩｕ－ｌﾐ起るＩＷｉｉ＊を表わす。Ｊを等しい長さへの〃分ｉ１ｌｌｌとすれば，

〃一)｡｡のとぎＲ－’０となる（命題２の証D1を見よ)．

同じ紡論は，よりOiUj1に，次のようにして示すこともできる。

ノ

ロ（1-ﾄﾉﾉﾉﾊ）
Ａ＝１

ノ

l］
カー１

"血

裏（ ） ……(3-4）
ノノexl)）"‘

…(|;&(M）
式(3-4）'よ，」に関する離散的複利の元利合計の，述統的複利の元利

合計に対する比が，ポアソン過Wl1における次の碓率を表わす式と一致

する，ということを示している。」の各戈の小区'''１で，その''１米?|｢が

全く起らないか，起るとしても満々l1iilだけ起る硴率が，それである。

式(3-3)の右辺が全体として表わしている確率は，式(3-4）の右辺

の表わしている副｢象の余事象の確率に等しい。しかしながら,式(3-3）

式は，式(3-`l）からiI'〔らに従がう次式とは独立した愈義をもつ。すな

わち，式(3-4)から，Ｒを与える式

Ｒ＝1－’１２（ﾉﾉﾊ/jﾉ）cXI)（一"ﾙ）……(3-5）
’Ar＝Ｉｉ＝Ｕ

が1()らＪ１しるが，この式は，いわば残差の形をとっている。そj}しに対し

て，式(3-3）の右辺は，ＲをDl示的な要素に分解して表わしているの

である。

式(3-3)～(3-5)のｲi辺に３AわＩしる（"ﾊ/ﾉﾉ)exl)（－ﾉﾉﾙ)(ノー1,2,…

…）の形の式を極利の言葉で解釈するならば，次のようになろう。

[２１で示さｵしているように*2)，ノ"i/ノハよ’時'''１０≦/≦１の分;l;lIjの，

ｆＷル'１，区''１１において，もしtlllillllが無ｌｌｌに分り}Ｉ可能であれば肢大化の

冊結として('１じるであろう，段階的な利子4｜くみ過F11の''１の，弟ノ段階

の利子率を示す。（/＝Ｏの場合は元本１を表わす｡）他力，eXI)）"川は，

その同じ段lWIr的な利子L|くゑ過私1によって41《じる第１～-卜｡｡段ｌＷＩｉの利子

＊の合計と，元本１との和を表わす。従って，（"ハ/ﾉﾉ)exI)（－"ﾉﾑ）
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は，それらの比を表わす。すなわち，それは，その段階的利子41：み過

jFI1の中の第ｊ段階の利子率の，その利子生み過程に件なう全段階の利

子率並びに元本ｌの合計の'１１に占めるllil合を表わしている*3)。

それゆえ，式(3-4）の右辺の和は，そのような割合を，ノーＯの場

合とノー１の場合とについてll1え合わせた割合を表わすと解釈し得る。

その和がノー２以｣さの場合を除ﾀﾄしているIlMIIlは，」の第ル'１，区間内

において，時間が災際には全く分ｉｌ１ｌＩされていない，という仮定が，ｊ

に関する離散的利子の場合には置かれているからである。実際，第ｈ

小区間内で分割が行なわれないＩＩＬり，その段階的利子生糸過im11は，館

１段階で11:主らざるを得ない。従って，節A小区間|ﾉ}の分割が行なわ

れないという制約条件が，もしそJ}Lが侭かれなかったならば生じた節

２～十・.段階の利子率を矢なわしめているのである。このことを式で

表わせば，次のように表わされる。

にロブ

[(3-4）の左辺]＝’１（'一囚（"ｌl/ﾉﾉ)exl)（一ﾉﾉﾙ)）
ルー］ｉ＝２

……(3-6）

以上で考察されたとおり，複利の数学的分析は，ポアソン過混と形

式｣1密接な関係をｲ了し，ポアソン過稗との類ｌＩＩｉによって，ＲをⅢ|示的

に分解して表わす式(3-3)が導きlllされるのである。また，段階的利

子生承過程の理論は，分割Ｊの小区'''１に適川されることによって，Ｒ

を表わす，式(3-3）とは別の式(3-5）に，適切な解釈を付与するので

ある。それによれば，Ｊのどの小区'''1内でも，分割が行なわれないと

いう制約によって，各小|ﾇ:'''1での段階的利子生み過jFl1が，第１段階で

いわば「件''二」する。その場合のルー1～ﾉの小区間で41iじた元利合計

の積の，その制約が置かれない場合のノーｌでの最大化された元利合

計に対するiIlll合が，式(3-5）の第２項の意０，kであると言ってもよい。

注＊2）補論を参照されたい。

＊3）次節をも参照されたい。
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４

iii節の識論は，複利の1111論を，それとは実質上，’１Jの関係もない（従っ

て意味のない）ポアソン過程という碓率過Ｗｌｌと形式上結びつけているだけ

ではないか，との批判が１１}てくるかもしれない。そのような批判に対して

は，筆者は次のように反論したい。Ｊに関する離散的複利の元利合計の，

迎統的複利の元利合計に対する判合という，経済的にも何らかの意味をも

つ比率だけに注[Ｉする場合にも，われわれは式(3-4)だけでなく，式(3-3）

の裏側の式

ｌ

「Ｉ（1-1-"ﾙ）
ルーＩ ノ":‘

，ムノｃｘｐﾉ"& )…(3-7）（
１

，
ルーＩ

【

２２ｺ
i=O9Eﾉル

…(1;ﾙ(1)``）
この式の導１１(は，ポアソン過程との顔Ｉ化によると

この式の右辺のカッコ内の式は，詳しく記せば，

(いの`(川！

を１Mしることができるが，

ころが大きい。そして，

…仏`(Ｍ）
となるが，Ｊの館ル小区間における雛０１‘段階の利子率の，同じ飾片小区

間における連続的複利の元利ｲﾔ計に対する;I(Ⅱ合，という，複利EM論上の一

概念を表わしている点において無視し得ない。それゆえ式(3-7）自体，

式(3-1）及び(3-3）という，ポアソン過程に関する式と形式上合致する仙

式と並んで，決して経済｣111論として無懲味とは言いきれないものである。

のなお，OA＝０の場合には，」:の比率は，元本１の，連続的複利の元利合

計に対する割合を表わす。

５

この論文の第一の部分では，迎続的複利について，ひとつの非ﾊﾟｵに基本
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的な命題を，諸仮定の設定を踏まえつつ一般的なフレームワークの''１で証

明した。その証Ⅲ]は，単に，その雑木的な命脳の成立の硴認の為だけでは

なく，ある一定のルールのもとで起り得るあらゆる経済行動を，明示的に

とり上げ，それらをすぺて凌鰡する紐済行動として，連続的複利というも

のを浮かび上がらせた。

また，この論文の第二の部分（後半）では，iii半においてその最大化の

性質をＩリルかにされた連続的複利と，｜可じくiMi半において,一定の離散的

なフレーノ､・ワークの中での雄大値としてのｌｌ１ｉＨをくわしく考察された離

散的複利との，数li1:的な関係について，詳細に分ｌｌＴした。その両者の数量

的関係は，全区'''１０≦/≦１の分割」で生じる各A(の小区'１１)における跡ル段

階の利子率と，それぞれの小区間における連続的複利との'１１１の数量的関係

にまで還元され↑(}るということを示した。

Nｉ 論

この論文をセルフ・コソテイソドにするために，第３筋以下で言及され

た「節A段階の利子率」という概念について手短かな説Iﾘjを力Ⅱえておこう。

珊的樋利…(I;’(M)-1'斯八薑(ｌｌｌ①`)か……
での総和としても表わされ↑!｝ろが，その１Aに対して，次のような「鏑Ａ

利子層」（第ル段階の利子率）としての解釈を付することが可能である。

時間/を０≦/≦１なる変数として，まず元本ｌがｏ≦/≦１で直接に生ゑ

Ⅱ}す利子を，「第１利子層」と定義する。すなわち，元本の，時刻／に始

まる微少時間。/において生ｊＭ{す利子の，０≦/≦111での合計をノ!(A)と

し，これをＯ≦１１≦/,で生じた節１利子風と定義する。

ハ(A)=い(1)`’
この関数１１(！）は，Ｏ≦t≦１で定まる。／,(ｊ）は時刻ノにおけるストックの

次元をもつ。J1(１１)の，時刻/に始まる微少時ｌｌＭｌにおいて生み}l'す利子
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の，Ｏ≦/≦/Iでの合計を／2(！,）とし，これをＯ≦！≦Aで生じた鮒２利子屑

と定義する。

lnl様に，１A(A）を定め,これをｏ≦/≦Aでｆｌｉじた第ル利子層と定義する。

ｆｎｉ３節以下で言及された「段階的利子生み過程」とは，Ｊ１(/),12(！),…，

1A(/),…が，岐初の元本Ｉ｡(ｊ)三１から，そのようにして逐次，生象１１｜

される過程を意味している。「節A段階の利子率」とは，／＝１における

L(！)の値ム(1)を指す。ノハ(1）は,元本１に対する利子の率でもあるので，

｢率」の語を付力Ⅱしてこ；}Lを呼んでいるものである。（Ｃｆ［2]）
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