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論 文

ウェーブ レッ ト変換 を用いた磁界系逆問題解析法の提案

学生員 土井 達 也 (法政大)

正 員 早 野 誠 治 (法政大)

正 員 斎藤 兆 古 (法政大)

Inverse Analysis of Magnetic Fields by Using the Wavelets

    Tatsuya Doi, Student Member, Seiji Hayano, Member,

               and  Yoshifuru Saito, Member
                    (Hosei University)

    The inverse problems are classified into two major categories, i. e. one is the inverse

parameter problem; the other is the inverse source problem. Generally, the inverse problems are

reduced into solving an ill-posed system of equations. This article proposes a novel approach for

the inverse problems employing the wavelet analysis. Key idea is that the system matrix of the

inverse problems is regarded as two-dimensional signal data. The two-dimensional wavelet

transform is applied to this system matrix. Finally, an approximate inverse matrix of the system is

obtained. We apply our approach to examples of both the inverse source and parameter problems.

Simple examples demonstrate the validity of our approach.

キ ー ワー ド:磁 界,逆 問 題,離 散 値 系 ウ ェ ー ブ レ ッ ト変 換

1. まえがき

逆問題 は,局 所的に測定 されたフィール ド分布 から

フィール ド源 を推 定す るフィール ド源推定 の逆 問題

(Inverse Source問 題,IS問 題)と,既 知入力を与え,

その出力か ら入力 と出力間のパ ラメータを推定するパラ

メー タ推定の逆問題(Inverse Parameter問 題,IP問

題)に 分類 される(1)。パ ラメータ推 定の逆問題は外部か

ら既知入力を対象に加えることができ,さ らに,そ の出

力を理想的に得 られれば一意的な解が期待できる。この

パラメータ推定に関する逆問題の医学的実用例としては,

X線 な どを用いたComputed Tomography (CT)が あ

る(2)。しかし,出 力が部分的にしか得 られない場合は,
一意的な解が期待できない(1)

。また,フ ィール ド源推定

の逆問題は,測 定できるフィール ドが局所的であるため

に一意的な解は期待できない。
一般 に

,出 力の一部か ら入力源 を求める逆問題は,

式の数が未知数の数よ り圧倒的に少ないシステム行列を

持つ連立方程式を解 くことに帰する。通常,何 等かの拘

束条件 を付加 しない限 り,こ のようなシステム方程式か

ら一意的な解は期待できない(3)。

近年,ウ ェーブ レット変換は,画 像データの圧縮,心

電図のスペク トル解析等で用い られている(4-9)。特に,

離散値系 ウェーブレット変換は,画 像データ等のデータ

圧縮に用い られ る(4,7-9)。

本論文では,離 散値系ウェーブレット変換を用いた磁

界系逆問題解析法の提案 を行 う。従来の逆問題解析法は,

最も支配的な入力源のみを推定する方法 と入力源の分布

パター ンを推定す る方法がある(1)。これ らに対 して,離

散値系 ウェーブ レット変換 を用いた逆問題解析法には,

入力源の分布 と大きさを近似的であるが,同 時に推定可

能 とす る方法 である。 この方法 は,離 散値系 ウェーブ

レット変換のデータ圧縮の特徴 を利用 し,逆 問題のシス

テム行列の逆行列を近似的 に求め,近 似解 を得 る方法で

ある。キーアイデアは,

(1) システム行列 を二次元信号強度デー タとみな

し,離 散値系 ウェーブ レット変換 を適用する,

(2) システ ム行列の ウェー ブ レッ トスペ ク トラム

から最 も支配的な情報 を含むマザー ウェーブ

レット(5,7)近傍 の正方領域を取 り出 し,逆 行列

を求める,
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(3) 求 めた逆行列に零要素を付加 し,も とのシス

テム行列の転置 した形の行列を作る,

(4) この行列を ウェーブ レッ ト逆変換 し,シ ステ

ム行列の近似逆行列を得 る,

の4項 目である。

この方法をフィール ド源推定およびパラメータ推定の

逆問題に適用 し,妥 当性を吟味する。

2. 離散値系 ウェーブ レッ ト変換

<2・1> 一 次 元 ウ ェ ー ブ レ ッ ト変 換 本 論 文 で は,

ハ ー ル(Haar)基 底 の ア ナ ラ イ ジ ン グ ・ウ ェ ー ブ レ ッ ト

(Analyzing Wavelet)を 用 い た 離 散 値 系 直 交 ウ ェ ー ブ

レ ッ ト変 換 を適 用 す る(4,5,7)。 こ の ハ ー ル 基 底 の ア ナ ラ

イ ジ ン グ ・ウ ェー ブ レ ッ トは,ド ビ ッ シー(Daubechies)

の2次 の ア ナ ラ イ ジ ン グ ・ウェ ー ブ レ ッ トに等 しい(4)。

簡 単 の た め,8次 の デ ー タ ベ ク トルX8の 一 次 元

ウェー ブ レ ッ ト変 換 例 を 考 え る 。8次 の デ ー タ ベ ク トル

X8を

x8=[x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8]T, (1)

とす る 。8次 の デ ー タベ ク トル の 離 散 値 系 ウェ ー ブ レ ッ

ト変換 で は,3回(=Log28)の 線 形 変 換 が 行 われ る(7)。

最 初 の 変換 は,

X'=P8 C8 X8, (2)

で行 われ る。 こ こで,C8お よびP8は,そ れ ぞ れ,

で あ る(4,5,7)。(3a)式 の 係 数C0, C1は,ハ ー ル 基 底 の ア ナ

ラ イ ジ ン グ ・ ウ ェ ーブ レ ッ ト(4,5,7)で あ り,

で与 え られ る(4)。 ま た,(3a)式 の 奇 数 行(1,3,5,… 行)

は重 み 付 き の 積 分 演 算 に相 当 し,偶 数 行(2,4,6,… 行)

は 重 み 付 き の 微 分 演 算 に 相 当す る(7)。

2回 目 の変 換 は,

X"=P8'C8'X', (5)

で 行 わ れ る。 こ こで 、P8'お よ びC8'は,そ れ ぞ れ,

で あ る 。

3回 目 の 変 換 は,

X'''=P8"C8"X", (7)

で行 わ れ る。(6a)と(8)式 中 のIは 単 位 行 列 を 表 し,下

添 え 字 は行 列 の 次 数 を 表 す 。 最 終 的 に 得 られ たX'''が,

ウェ ー ブ レ ッ トスペ ク トラ ム とな る。

(2)-(8)式 か ら,一 次 元 ウェ ー ブ レ ッ ト変 換 は,

X'''=(P8"C8")(P8'C8')(P8C8)X8,

(9)
=W8X8,

で 与 え られ る 。 こ こ で,W8は8次 の ウ ェー ブ レ ッ ト変

換 行 列 と呼 ば れ る。

ま た,ウ ェ ー ブ レ ッ ト逆 変 換 は,

X=[W8]TX''', (10)

で得 られ る。

<2・2> 二 次 元 ウェ ー ブ レ ッ ト変 換 二 次 元 の 離

散 値 系 ウェ ー ブ レ ッ ト変 換 は,

M'=WnMWTm, (11)

で 与 え ら れ る(7)。 こ こ で,M',M,Wnお よ びWmは そ れ

ぞ れ,ウ ェ ー ブ レ ッ トス ペ ク トラ ム,も との 二 次 元 行 列,

n次 お よびm次 の ウェ ー ブ レ ッ ト変 換 行 列 で あ る。

二 次 元 の ウユ ー ブ レ ッ ト逆 変 換 は,

M=WTmM'Wn, (12)

で 与 え られ る(7)。

3. ウ ェー ブ レ ッ ト逆 問 題 解 析 法

<3・1>逆 問 題 の シ ス テ ム 方 程 式 一 般 に,磁 界

系 逆 問 題 の シ ス テ ム 方程 式 は,

DX=Y, (13)

ま た は,
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となる(1)。ここで,D,Xお よびYは,そ れぞれ,シ ス

テム行列,m次 の入力ベク トルおよびn次 の出力ベク ト

ルである。

本論文 では,出 力ベ ク トルYお よびシステム行列D

が既知で入力ベ クトルXを 推定する問題を考える。 この

よ うなシステム方程式は,未 知数の数mが 式の数nよ り

も圧倒的に多い連立方程式を解 くことに帰す る。このた

め,シ ステム行列Dの 厳密な逆行列は得 られず,一 意的

な解は期待できない(3)。本論文では,シ ステム行列Dの

近似的な逆行列を求めることで入カベク トルXを 推定す

る方法を考える。システム行列Dの 近似逆行列を求める

ため,離 散値系 ウェーブ レット変換のデータ圧縮の特徴

を利用す る。

<3・2> 近似逆行列 近似逆行列を求めるために,

システム行列Dを 二次元ウェーブ レット変換する。

D'=WnDWTm. (15)

ここで,D'は ウェーブ レッ トスペク トラムである。通

常,ウ ェーブ レッ トスペ ク トラムは,絶 対値の大きな要

素が1行1列 を基点として分布す る。これは,も とのシ
ステム行列の持つ情報が,ウ ェーブ レッ ト変換によって

1行1列 要素近傍に集め られていることを意味している。

このウェーブ レット変換の性質を利用して,長 方行列の

逆行列を近似的に求める。

次に,逆 行列 を求められ る形にす るために,ウ ェーブ
レットスペク トラム全体から1行1列 要素を基点とした

歪方行列Sを 切 り出 し,逆 行列S-1を 求める。
一般に,長 方行列の最も簡単な逆行列の構成は,も と

の行列の転置 した形で与えられる(3)。この問題のシステ

ム行列Dはn行m列 の長方行列であるため,シ ステム行

列の逆行列はm行n列 の形で与えられる。このため,も

とのシステム行列の逆行列がm行n列 の長方行列になる

ようにす るため,逆 行列S-1をm行n列 の零行列Zに そ

れぞれの1行1列 要素を基点として埋め込む。

D'-1Appro=S-1→Z. (16)

こ こ で,D'-1Approは,シ ス テ ム 行 列Dの 近 似 逆 行 列D-1Approの

ウェ ー ブ レ ッ トス ペ ク トラ ム で あ り,記 号 → はm行n

列 の 零 行 列ZへS-1を それ ぞ れ の1行1列 要 素 を基 点 と

して埋 め 込 む 演 算 を示 す 。

近 似 逆 行 列D-1Approは,二 次 元 ウ ェ ー ブ レ ッ ト逆 変 換

D-1Appro=WTnD'-1ApproWm, (17)

に よ っ て得 られ る。

最 終 的 に,求 め るべ き未 知 入 力 ベ ク トルXは,

X=D-1ApproY, (18)

で 得 られ る。

<3・3> 近 似 逆 行 列 の 妥 当 性 一 般 に,逆 行 列 の

数 学 的 な 妥 当 性 は,左 側 逆 行 列D-1ApproDお よ び 右 側 逆行

列DD-1Approを 計 算 す る こ とで 評 価 され る(3)。

左 側 逆 行 列D-1ApproDが

で あ る と き,解 は 一 意 的 に決 ま る 。 こ こ で,Imは,m

次 の 単位 行 列 で あ る。

右 側 逆行 列DD-1Approが

DD-1Appro=In, (20)

であるとき,解 が必ず存在する。 ここで,Inは,n次 の

単位行列である。

換言すれば,左 側逆行列は解の一意性 を表 し,右 側逆

行列は解の存在を表す。当然,(14)式 のシステム行列D

は長方行列であるので,左 側逆行列 と右側逆行列は等 し

くならない(3)。

4. フィール ド源推定の逆問題

ここでは,簡 単のため,フ ィルム導体中の電流分布を

フィルム導体上で局所的に測定された磁界分布から推定

する問題 を取 り上げる。

図1(a)に フィルム導体内の電流分布推定問題の概略図

および断面図を示す。図1(a)中 のδは,フ ィルム導体 と

図1. (a) 概 略 図 お よ び 断 面 図,(b) フ ィ ル ム 導 体 中 の 正 解 の 電 流

分 布,(c) 測 定 さ れ た 法 線 方 向 磁 界 分 布,(d) シ ス テ ム 行 列D。

Fig. 1. (a) A schematic diagram, (b) an exact current distribution
, (c)

measured magnetic fields, and (d) the system matrix D represented as

signal data.
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図2.(a) シ ス テ ム 行 列Dの ウ ェ ー ブ レ ッ トス ペ ク トラ ムD',

(b) シ ス テ ム 行 列Dの 近 似 逆 行 列D-1Appro。

Fig. 2. (a) A two-dimensional wavelet spectrum D' of figure 1(d), and

(b) an approximate inverse matrixD-1Appro.

図3. (a) 左 側 逆 行 列D-1Appro D,(b) 右 側 逆 行 列DD-1Appro

Fig. 3. (a) The left-inverse matrix check D-1Appro D, and (b) the right-

inverse matrix check DD-1Appro

図4. (a) 推 定 さ れ た フ ィ ル ム 導 体 内 の 電 流 分 布,(b) 推 定 さ れ た

電 流 分 布 か ら 再 現 さ れ た 接 線 方 向 磁 界 分 布 。

Fig. 4. (a) The estimated current distribution on the film conductor, and

(b) the reproduced magnetic fields from the estimated currents.

測定面間の距離を表す。図1(b),(c),(d)に,そ れぞれ,

フィルム導体中の電流分布,測 定面上の法線方向磁界分

布,お よび シ ス テ ム 行 列 を図 示 す る。 磁 界 分 布 は,ア ン

ペ ア の 法 則 で決 ま る要 素 を 持 つ シ ステ ム 行 列 と電 流 の 大

き さを 要 素 に持 つ ベ ク トル との積 で与 え られ る。 今,求

め た い の は電 流 分 布 で あ る。 しか し,こ の 問 題 の シ ス テ

ム方 程 式 は,(14)式 の よ うに 一 意 的 な解 を持 た な い。 こ

の た め,本 手 法 で は 、 シ ス テ ム 行 列D[図1(d)]を 二 次

元 信 号 強 度 デ ー タ とみ な し,ウ ェ ー ブ レ ッ ト解 析 法 に よ

り近 似 逆 行 列 を 求 め る。 局 所 的 に 測 定 さ れ た 磁 界 分 布

[図1(c)]か ら,こ の 近 似 逆 行 列 を用 い て 電 流 分 布[図1

(b)]を 推 定 す る。 ウェ ー ブ レ ッ ト変 換 を適 用 す る た め に,

測 定お よび 電 流推 定 点 数 は2の べ き 乗 数 とす る。 この 問

題 で は,測 定 点 数 は8点,電 流 推 定点 数 は32点 と した 。

ま た,本 論 文 で 以 後,行 列 を 二 次 元 信 号 強 度 デ ー タ と

して表 示 した 図 で は,原 点 が 行 列 の1行1列 要 素 に 対 応

す る よ うに 図 示 す る。

図2(a,)お よ び(b)に,そ れ ぞ れ,シ ス テ ム 行 列Dの

ウェ ー ブ レ ッ トス ペ ク トラムD'お よ び 近 似 逆 行 列D-1Appro

を示 す 。 図2(a)の ウェ ー ブ レ ッ トス ペ ク トラ ムD'で は,

ウェー ブ レ ッ トス ペ ク トラ ム の 絶 対 値 の 大 き い 部 分 が,

マ ザ ー ウ ェー ブ レ ッ ト近 傍(原 点 近 傍)に 集 中 して い る。

これ は,ウ ェー ブ レ ッ ト変 換 に よ っ て,も との シ ス テ ム

行 列Dの 情 報 が マ ザ ー ウ ェー ブ レ ッ ト近 傍 に 集 約 され て

い る こ と を意 味 す る 。 こ の マ ザ ー ウェ ー ブ レ ッ ト近 傍 の

正 方 領 域 を切 り出 し,そ の逆 行 列 か ら求 め た 近 似 逆 行 列

D-1Approを図2(b)に 示 して あ る。

図3(a)お よび(b)に,そ れ ぞ れ,近 似 逆 行 列D-1Approの

妥 当性 を 評 価 す る た め,左 側 逆 行 列D-1ApproDお よび 右 側

逆 行 列DD-1Approの計 算 結 果 を 図 示 す る。 図3(b)の 右 側 逆

行 列DD-1Approは 完 全 な 単 位 行 列 で あ り,こ の 問 題 で は 解

が 必 ず 存 在 す る こ と を示 して い る。 ま た,図3(a)の 左

側 逆 行 列D-1Approは 単 位 行 列 に な っ て な い が,一 定 値 が

対 角 要 素 に 並 ん で お り,ほ ぼ 一 意 的 な解 が 期 待 で き る こ

とを示 し て い る。

図4(a)お よ び(b)に,そ れ ぞ れ,推 定 され た フ ィル ム

導 体 内 の 電 流 分 布,(b)推 定 され た 電 流 分 布 か ら再 現 さ

れ た測 定 面 上 の 法 線 方 向 磁 界 分 布 を 示 す 。 図4(a)の 結

果 は 正 解 の 電 流 分 布[図1(b)]を 階 段 状 に 近 似 した 結 果

を示 して い る。 ま た,図1(c)と 図4(b)を 比較 す れ ば,

図4(a)の 電 流 分 布 が 測 定 面 に 与 え る磁 界 分 布 も ほ ぼ 完

全 に再 現 され て い る こ とが わ か る。

以 上 の こ と か ら,ウ ェ ー ブ レ ッ ト逆 問 題 解 析 法 が

フ ィー ル ド源 推 定 の 逆 問 題 に 対 し て極 め て有 効 で あ る こ

とが わ か る。

5. パラメータ推定の逆問題

ここでは,入 力ベ ク トルXと 出力ベク トルYが 与 え

られて,入 力ベク トルXと 出カベ クトルY間 のパラメー
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タ を推 定 す る 問 題 を 取 り上 げ る。 パ ラ メ ー タ推 定 の 逆 問

題 で は,シ ス テ ム 方 程 式(14)は,

X=λC, (21)

ま た は,

と変形 される。ここで,λ とCは,そ れぞれ,出 力ベ ク

トルYの 要素で構成 され るシステム行列,お よび推定さ

れるパ ラメータベク トルである。パラメータベク トルC

の各要素は,入 力ベク トルXと 出力ベ ク トルY間 の関係

を表す係数である。

図5に,入 力 となるフィルム導体断面の電流分布 と出

力である磁界分布が与えられて,そ の間のパラメータを

推定す る問題を示す。図5(a),(b),(c)お よび(d)に,

それぞれ,概 略図お よび断面図,入 力電流分布,測 定面

上の接線方向磁界分布およびパラメータベク トルCを 示

す。パラメータベク トルCの 各要素はア ンペアの法則 で

決まる係数であり,単 位 は[1/m]で ある。図5(a)中 のδ

は,フ ィルム導体 と測定面間の距離を表す。この問題 で

は,入 力電流点数は2点,磁 界測定点数は32点 とした。

この問題の 目的 は,ア ンペアの法則で決定 され るパ ラ

メータベク トルCが,入 力電流分布と出力磁界分布から

ウェーブレット逆問題解析法を用いて推定可能かどうか

検討す ることにある。

図6(a)お よび(b)に,そ れぞれ,シ ステム行列λの

ウェーブ レットスペク トラムλ'および近似逆行列λ-1Appro

を示す。 図6(a)の ウェーブ レットスペ ク トラムλ'で

は,ウ ェーブレットスペ ク トラムの絶対値の大きい部分

がマザー ウェーブ レッ ト近傍 に集 中している。 これ

は,ウ ェーブ レッ ト変換によって,も とのシステム行

列 λの情報がマザー ウェーブ レット近傍 に集約 され

ていることを意味す る。 このマザー ウェーブ レッ ト

近傍の正方領域 を切 り出 し,そ の逆行列か ら再現 し

図5. (a) 概 略 図 お よ び 断 面 図,(b) 入 力 電 流 分 布,(c) 出 力 接 線 方

向 磁 界 分 布,(d) パ ラ メ ー タ ベ ク トルC。

Fig. 5. (a) A schematic diagram, (b) An input current vector, (c) an

output magnetic field vector, and (d) the parameter vector C.

図6. (a) シ ス テ ム行 列 λ の ウ ェ ー ブ レ ッ トス ペ ク トラ ム λ',

(b) シ ス テ ム行 列 λ の 近 似 逆 行 列 λ-1Appro。

Fig. 6. (a) Two-dimensional wavelet spectrum λ' of the system, and

(b) an approximate inverse matrix λ-1Appro

図7. (a) 左 側 逆 行 列 λ-1Approλ,(b) 右 側 逆 行 列 λλ-1Appro。

Fig. 7. (a) The left-inverse matrix check λ-1A
pproλand (b) the right-

inverse matrix check λλ-1Appro.

図8. (a) 推 定 さ れ た パ ラ メ ー タ ベ ク トル,(b) 推 定 され た パ

ラ メ ー タ ベ ク トル か ら再 現 さ れ た 接 線 方 向 磁 界 分 布 。

Fig. 8. (a) The estimated parameter vector, and (b) the reproduced

magnetic field distribution by the estimation parameter vector.
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ウ ェー ブ レッ トを用い た逆 問題解 析法

たものが図6(b)の 近似逆行列λ-1Approである。

図7(a)お よび(b)に,そ れぞれ,推 定 された解の妥

当性 を評価す るため,左 側逆行列 λ-1Approλお よび右側逆

行列λλ-1Approの計算結果を図示す る。図7(b)の 右側逆行

列λλ-1Approは完全な単位行列であ り,こ の問題では解が

必ず存在することを示 してい る。また,図7(a)の 左側

逆行列 λ-1Approλは単位行列になってないが,一 定値が対

角要素に並んでおり,ほ ぼ一意的な解が期待できること

を示 してい る。

図8(a)お よび(b)に,そ れぞれ,推 定されたパラメー

タベ ク トル,(b)推 定 され たパ ラメー タベ ク トル[図8

(a)]か ら再現された測定面上の接線方向磁界分布を示す。

図8(a)の 推定 されたパラメータは,図5(d)の 正解のパ

ラメータと比較 して,横 軸の第1点 から第32点 までの

区間で,縦 軸 が図5(c)の 約 半分の値を取 り,ほ ぼ相似

形 となっている。 さらに,図8(a)の 横軸が第33点 から

第64点 までは,第1点 から第32点 までとほぼ同じ縦軸

の値を繰 り返 している。これは,32行64列 のシステム

行列から32行32列 の正方部分行列を切 り出 して近似逆

行列を求めたことに起因す る。従って,こ の場合の近似

解は,推 定 されたパ ラメー タの値が半分であり,2回 反

複 した形で得 られる。この近似解 の妥当性は,推 定され

たパラメー タか ら再現された磁界分布[図8(b)]が,も

との磁界分布[図5(b)]を ほぼ完全に再現することか ら

確認できる。図7(a)の 左側逆行列の計算結果か らも,

推定 されたパラメータ[図8(a)]が この問題 から得 られ

る一意的な解 であることがわか る。

以上のことか ら,ウ ェーブ レッ ト逆問題解析法は,パ

ラメータそのものを再現 しないが,等 価なパ ラメータを

推定することがわかる。

6. ま と め

本論文では,離 散値系ウェーブ レット変換を用いた磁

界系逆問題解析法の提案を行った。この逆問題解析法を

フィール ド源推定お よびパ ラメータ推定の簡単な逆問題

に適用 した。その結果,本 論文で提案 したウェーブレッ

ト逆問題解析法は,フ ィール ド源推定の逆問題 に対 して

は,従 来か ら筆者 らが提 唱 してい るSPM (Sampled

Pattern Matching,試 行パターン一致)法(1)に比較 して,

解の分布パターンのみならず,解 の大きさをも推定可能

であることが判明 した。一方,パ ラメー タ推定の逆問題

に対 しては,パ ラメータそのものを再現 しないが,等 価

なパラメータ推定が可能であることが判明 した。

(平成8年5月21日 受付,平 成8年8月16日 再受付)
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