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論 文

画像処理の一方法 とその動磁界解析への応用

学生員 遠 藤 久(法 政大学)

正 員 早 野 誠 治(法 政大学)

正 員 齋 藤 兆 古(法 政大学)

非会員 國 井 利 泰(法 政大学)

A Method of Image Processing and Its Application to Magnetodynamic Fields

Hisashi Endo, Student Member, Seiji Hayano, Member, Yoshifuru Saito, Member, Tosiyasu L. Kunii,

Non-member (Hosei University)

Dynamic images such as computer graphics animation, moving things captured by video camera are always 

composed of several images as frames. This paper proposes one of the mathematical formulations for such 

animations. The key idea of our formulation is that each of the pixels representing an image is regarded as a 
kind of potentials in vector fields. Based on the vector calculus in classical physics, any static and dynamic 

images can be represented by the Poisson- and Helmholtz- type partial differential equations, respectively. 
This makes it possible to handle any images as analytical and continuous quantity even though these are 

given in terms of the discrete ones.
Further, it is clarified that the animation technology is closely related with the simulation one. In the 

present paper, we carry out one of the simulations for magnetodynamic fields in ferro-magnetic material to 
show the relationship between the animation and simulation methodologies. As a result, it is demonstrated 

that our animation methodology reproduces the simulated magnetodynamic fields. Thus, it is found that 

our approach has versatile capability for analyzing the electric and electronic devices.

キーワ ー ド:場 の理論 を用 いた画像処 理,ア ニ メーシ ョン,画 像の微分方程 式,モ ーダ ルアナ リシ ス,動 磁 界解析

1. ま え が き

半導 体 技 術 の 進 歩 に あ や か り,現 在 で は,非 常 に 高 速 か

つ 高性 能 なデ ィジ タル 計算 機が 比 較 的 低 価 格で 個 人 レベ ル

に まで 普 及 して い る。 こ の よ うな計 算 機環 境 の 普 及 は,コ

ンピュー タグ ラ フ ィックスな ど のデ ィジ タル計 算 機 を前 提 と

した一連 の 画像 情報 処 理技 術 を急 速 に発 展 させ て い る。デ ィ

ジ タル 計 算 機 を前 提 とす る映 像 技 術 は,物 理系 の画 像 を 極

め て精 密 に 再 現 させ る こ とを可 能 に し,映 画 産業 や ゲ ー ム

産業 に大 きな ブ レ ー ク スル ー を もた ら した 。

しか しなが ら,複 雑 な3次 元 物 体 な ど を ス ク リー ン上 に

表 現 す る た め に,未 だ 手 作 業 に よる ワ イヤ ー フ レー ム 近似

が 必 要不 可 欠 で あ るの が 現 状 で あ る 。 さら に,映 画,コ ン

ピュ ー タ グ ラ フ ィッ クス ア ニ メー シ ョンな どの 動 的 画像 は,

コマ また は,フ レ ー ム とい わ れ る静 止 画像 を一 定 の 時 間 間

隔で 切 り替 え た もので あ り,必 ず 時 間軸 方 向 に 離散 値 系で

あ た え られ る 。 そ の た め,コ ン ピュ ー タグ ラ フ ィッ クス に

よる アニ メー シ ョン を完 成 させ る に は,膨 大 な 労 力 を必 要

とし,自 動化 の社 会 的 要請 は 極 め て大 きい 。

本 論 文 で は,古 典 物 理学 の 集 大 成で あ る場 の理 論 を応 用

した画像 処理 手法 を提 案す る 。そ の基 本的 着想 は,画 像デ ー

タを構成 す る画 素 値 を スカ ラー ポ テ ン シ ャル あ る いは,ベ

ク トルポ テ ン シ ャル の1成 分 とみ な し,画 像 にベ ク トル の

概 念 を導 入す るこ とで あ る(1)(2)。 そ の結 果 として,画 像 の

偏 微 分方 程式 が 導 出 され,静 的 画 像す なわ ち,時 間的 に 変

化 の ない 画像 は ポ ア ソ ン方 程 式,ま た,動 的画 像 す なわ ち,

ア ニ メ ー シ ョン はヘ ル ム ホ ル ツ型 方程 式 の解 と して あ た え

られ る。 さ らに,シ ミュ レ ー シ ョン技 術 と本 論 文 で提 案 す

る ア ニ メー シ ョン 技 術 の 関係 を示 す た め,Chua型 磁 化 特

性 モデ ル(3)-(5)を 用い た磁 性 体 内 の 動 的磁 界 分 布 を有 限 要

素法 で 計 算 し,得 られ た磁 界分 布 を映 像情 報 とみ な して ア

ニ メー シ ョン画像 を生 成 す る 。生 成 され た アニ メー シ ョン

画像 は有 限 要 素法 に よ る も との磁 界 分 布 画像 で あ る こ とを

示 す。 そ の結 果,本 論 文 で提 案 す る手 法が 動 的電 磁 界 解 析

に極 め て有 効 で あ る こ とを 報告 す る。
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2. 動画像の偏微分方程式

<2・1> サンプル画像 動的画像は,複 数の静的画像

で構成されている。したがって,動 的画像を生成するには,

2枚 の静止画像が最小フレーム数となる。具体的な例とし

て,図1に 示す2枚 の画像を用いてアニメーション生成法

を述べる。続いて,電 磁界解析の具体的応用例として,強

磁性体内の動的磁界分布に関する解析を行う。図1(a)の 画

像を動画像の初期画像とし,図1(b)の 画像を最終画像と

する。図1(a),(b)は ともに,縦(y方 向)横(x方 向)そ

れぞれ240×240画 素の解像度をもつモノクロ画像である。

<2・2> 静 的 画 像 の 支 配 方 程 式1枚 のモ ノ クロ画 像

を2次 元 ス カ ラー フ ィール ドUと みな す とそ の勾 配 演算,

さ らに発 散 演 算 か ら画 像 の ラプ ラシ ア ンが 導 出 され る。 画

像 処 理で は,画 像 デ ー タに対 す る ラプ ラ シ ア ンは,画 像 内

に 存在 す る ターゲ ッ トの エ ッジ を抽 出 す る手 法 とし て広 範

に 用 い られ て い るが(6),静 電 界 問題 にお け る ラプ ラ シ ア ン

は,フ ィール ド源で あ る ソー スデ ン シテ ィー,す なわ ち,電

荷 密度 を求 め る演 算 で あ る 。 この こ とか ら,静 的 画像 の 支

配 方程 式 は(1)式 のボ ア ソン方 程 式 で あ る。

▽2U=∂2U/∂x2+∂2U/∂y2=-σ………(1)

こ こで,σ は,画 像 の ソ ース デ ンシ テ イー で あ る。m×n

画 素 か ら な る画 像 は,m行n列 の 配 列 に 格納 され た数 値

デ ー タ とし て表 され る。 し か し なが ら,(1)式 の ス カ ラ ー

ポ テ ン シ ャルUは 連 続 量 で あ るか ら,画 素デ ー タ を ス カ

ラ ー ポ テ ン シ ャル とみ な す ため に,(1)式 を何 らか の方 法

で 離 散化 し なけれ ば な らな い。通 常 のデ ィスプ レ イの場 合,

縦 方 向,横 方 向 の画 素 間 の距 離 は 等 し くx,y方 向の 離散 間

隔 を単 位 長 とみ なせ る。 この ため,こ こ で は画 素 の 位 置 を

節 点 と した 有 限差 分 法 を採 用 した(7)。(1)式 を離散 化 し た

結果(2)式 の線形システム方程式が導かれる(8)。

SU=F………(2)

こ こで,画 像が 縦横 そ れぞ れm×n画 素 であ る ときS,U,F

はそ れぞ れ,ラ プ ラシ ア ンに 対 応 す るm×n行m×n列

の係 数行 列,ス カ ラー ポ テ ン シ ャル す な わ ち画 素 値 に対応

す るm×n次 の 解ベ ク トル,画 像 の ソース デ ンシ テ ィーに

対 応 す るm×n次 の 入力 ベ ク トル で あ る。

図2(a)は,図1(b)の 画 像 に対 し,ラ プ ラ シア ン演 算 を

施 して得 られ た ソー スデ ン シテ ィー の分布 で あ る。 また,図

2(b)に は,図2(a)の ソ ー スデ ン シ テ ィー を用 いで 有 限差

分 法 に よ って復 元 された 画像 で あ る。図1(b)の 原 画像 と図

2(b)の 再現 画 像 間の 相 関係 数 は完 全 に1と な り,(1)式 で

画 像 の ソ ース デ ンシ テ ィー か ら原 画像 が 再 現 で き る ことが

証 明 され る。 また,本 論 文 に お け る境 界 条 件 は すべ て,画

像 の 周 囲 を画素 値U=0固 定 とす るデ ィリ ク レ型 境 界 条

件 を採用 した 。

<2・3> 動的画像の支配方程式 静的画像が,ポ アソ

ン方程式で記述できることから,動 的画像の支配方程式は,

時間微分項を考慮した(3)式 の非同次ヘルムホルツ型方程

式となる。

▽2U+α∂U/∂t+β∂2U/∂t2=-σ………(3)

(3)式 で,α ≠0,β=0の とき,拡 散的な動画像を表現し,

α=0,β ≠0の とき,振 動的な動画像を表現する。前節と

同様に,動 的画像の支配方程式(3)式 を空間軸に関して離

散化する。時間軸方向の微分は,状 態変数法を用いてすべ

て1階 微分に置き換えることが可能である(9)。よって,こ

こでは(4)式 の時間に関する1階 微分項をもつシステム方

程式を考える。

[S+∂/∂tT]U=F………(4)

ここで,m×nの 解像度をもつ画像に対する行列Tは ,時

間微分項に関するm×n行m×n列 の係数行列となる。

(a)初 期画像 (b)最 終画像

図1 サ ンプ ル 画 像(240×240画 素)

Fig.1. Sample images (240•~240 pixels). (a) Ini-

tial image, (b) final image.

(a)画 像 の ソー スデ ンシ テ ィー (b)再 現画像

図2 画 像 デ ー タの ラプ ラ シア ン

Fig.2. Laplacian to an image data. (a) source 
density distribution, (b) recovered image.
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画像処理による動磁界解析

<2・4> モ ー ダ ル ア ナ リ シ ス(4)式 を解 く方 法 とし

て,シ ス テ ムの 状 態 遷 移行 列 の 固有 値 と 固有 ベ ク トル を 用

いて一 般 解 を求 め る モ ー ダ ル ア ナ リシス 法 を適 用す る(10)。

まず,(4)式 の 両 辺 にT-1を 掛 け算 し,T-1S=Γ と

お く。[Γ+∂/∂tI]U=T-1F………(5)

次に,(5)式 の 同 次 方 程 式(6)式 を考 え る。[Γ+∂/∂tI]U=0………(6)

行 列S,Tが 対 称 行 列 で,か つ 行 列Sが 正 定 値 で あれ

ば,Sに 関 し て 直 交 す るm×n個 の 固有 ベ ク トルVi,

(i=1,2,…,m×n)が 存 在す る。 これ らの 固有 ベ ク トル

を列 ベ ク トル とし て モ ー ダ ル マ ト リッ クスMを(7)式 で

定義 す る。M=[V1,V2,…,Vm×n]………(7)

また,(4)式 の 解ベ ク トルUをU=MC………(8)

と変 数 変 換 す れ ば,(6)式 は,(9)式 へ 書 き直 す こ とが で

きる。(MTΓM+∂/∂t[MTIM]C=MTT-1F‥(9)MTΓM=ding[λ1,λ2,…,λm×n]………(10)MTIM=I………(11)MTT-1F=[g1,g2,…,gm×n]T………(12)C=[c1,c2,…,cm×n]T………(13)

よ って,(8)式 の ベ ク トルCの 要 素ci(i=1,2,…,m×n)

は,ci=gi/λi+∂/∂t………(14)

とな る。 こ こで,ci(0)をciの 初 期値 とす れば,時 刻tに

おけ るci(t)は,ci(t)=(ci(0)-gi/λi)e-λit+gi/λi………(15)

とな り,得 られ たベ ク トルCを(8)式 に代 入 して,解 ベ ク

トルUを 得 る こ とが で き る(11)(12)。

<2・5> ア ニ メー シ ョン 生 成(15)式 か ら得 られ るベ

ク トルCを(8)式 に代 入 す る と時刻tに お け る解U(t)は,U(t)=e-Λt[U(ts)-U(tL)]+U(tL)………(16)Λ=ding[λ1,λ2,…,λm×n]………(17)

とな る。(16)式 はt=0の と き,初 期 画像U(tS),t→ ∞

の と き,最 終画 像U(tL)を 生 成 す る 。 しか し なが ら,厳 密

にt→ ∞ に な らな い こ とか ら状 態遷 移 行 列exp(-Λt)を

あ た え られ た 画像 か ら決 定 し なけ れ ば な らな い 。 時 刻Δt

に お い てU(Δt)の 画 像 を生 成 す る 固有 値Λ は,(16)式

でtをΔtと お くこ とで,(18)式 で 求 まる 。Δ=-1/ΔtIn[U(Δt)-U(tL)/U(ts)-U(tL)]………(18)

こ こで は簡 単 の ため,時 刻Δt=(tS+tL)/2に おけ る画

像U(Δt)を 図1(a)と(b)の 画像 デ ー タの 平均 か ら作 成

しな(図3)。 図1(a)と(b)を それ ぞ れ 初 期 画像,最 終 画

像 とし,(18)式 よ り求め た 固 有値 を用 い て動 画像 を作 成す

る。結 果 と して,図4に 示 す よ うに,2枚 の 画像 か ら任 意

の 時 刻 の アニ メー シ ョン フ レー ムが ヘ ル ム ホ ル ツ方程 式 の

解 と して生 成 で きる こ とが 判 明 し た 。

3. 動 磁 界 分 布 解 析 へ の 応 用

<3・1> 画 像 デ ー タの 作 成-Chua型 磁 化 特 性 モデ ル-

こ こで は,図4に 示 した ア ニ メー シ ョン画 像 生成 技 術 を電

磁 界 解析 へ 応 用 した 一例 を述べ る 。最 初 に,強 磁 性 体 中 の

動 磁 界 解析 を有 限 要 素法 で お こな い,画 像 のサ ンプ ル デ ー

タを作 成 す る 。数 枚 の サ ンプ ル 画 像 を用 い て動 磁 界 分 布 の

ア ニ メー シ ョン画 像 を生 成す る。 数枚 のサ ンプ ル画 像 か ら

生 成 され た ア ニ メー シ ョン 画像 と有 限 要素 解 間 の相 関解 析

をお こ ない,動 的 な磁 界 分 布が 数 枚 の サ ン プル デ ー タか ら

再 現 され る こ と を示 す 。図5に 示 すx,y方 向 そ れ ぞ れ2

[m]の 角型 強磁 性 体 に電 流密 度Jzがx-y平 面 に対 して 垂

直,す なわ ちz方 向に 印加 した場合 の 過 渡解 析 をお こ な う。

磁 性 体 の磁 化 特 性 モ デ ル には,磁 気 ヒ ス テ リシ ス を考 慮

し たChua型 磁 化 特 性 モ デ ル を採 用 し た(3)～(5)。Chua型

磁 化 特性 モデ ル に よる と,磁 界Hと 磁 束密 度Bと の 関係

は,(19)式 で 表 現 され る。H+μd/sdH/dt=B/μ+1/sdB/dt………(19)

こ こで,μ,μd,sは そ れぞ れ 磁 性 体の 透 磁 率[H/m],微 分

透 磁 率[H/m],ヒ ス テ リシ ス係 数[Ω/m]で あ る。 変 位 電

流 を無 視 で きる よ うな 電 磁 界 に おい て,磁 性 体 に分 布 す る

磁 界の 支 配 方 程式 は,(20)式 とな る。

図3 中 間 画 像(t=(ts+tL)/2)

Fig.3. Medium image.(t=(ts+tL)/2)
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図4 ヘ ル ムホ ル ツ型 方 程式 で 生 成 され た

ア ニ メーシ ョン画 像

Fig.4. Animation image by means of Helmholz 
type equation. (a)-(h)t=0.0,0.5 ,0.75,1.0,1.25,1.5,2.0,2.5

(a)解 析モデル (b)解 析パラ メタ

図5 強磁性体の動磁界解析

Fig.5. Magnetodynamic analysis of ferromagnetic 

material. (a) the mesh system for FEM (b) param-

eters for analysis(1/ƒÊ+1/s•Ý/•Ýt)•Þ2Az-ƒÈ•Ý/•Ýt(1+ƒÊd/s•Ý/•Ýt)Az=-(1+ƒÊd/s•Ý/•Ýt)Jz•c•c•c(20)

こ こで,κ,Azは そ れぞ れ,導 電 率[S/m],ベ ク トルポ テン

シャル のz方 向成 分[Wb/m]で あ る。解 析 は,三 角形1次

有 限要 素 を用 い て お こ な い,境 界 条 件 は,磁 性 体 と空 気の

境 界 をベ ク トル ポ テ ン シ ャルAz=0と す る デ ィリ クレ型

境 界 条 件 を採 用 し た。 有 限 要 素 法 に よる シ ミュ レ ー シ ョン

で 得 られ た 時 刻t=0～30[s]に お け るデ ー タの 中で5[s]

毎 の デ ー タをサ ンプ ル 画像 とす る 。 各 区 間 に おけ る固 有値

Λiを3フ レー ム の 画像U(i-Δt),U(i),U(i+Δt)を 用

い て(21)式 で 求 め る 。Λi=-1/ΔtIn[U(i)-U(i+Δt)/U(i-Δt)-U(i+Δt)](21)(i=2Δt,3Δt,…,(n-1)Δt

(21)式 で,Δt=5[s],n=6で ある。(21)式 で得られる固

有値を(16)式 に代入することで,離 散的にあたえられる画

像を連続的に扱 うことが可能となる。

図6に(21)式 から得られた各区間の固有値分布を示す。

シミュレーシ ョンモデルは線形であるため,図6の 固有値
は時間に無関係に一定の分布となる。

図7は,各 時刻におけるベクトルポテンシャル分布を示

す。図7で 左列は,有 限要素法によるに(20)式 の解,右
列は,図6に 示した固有値からアニメーション画像として

生成されたベクトルポテンシャルの分布である。また,図
8は 有限要素解 と本手法による解との相関係数を示す。す
べての時刻において相関係数が極めて1に 近いことがわか

る。よって,時 間軸方向に離散的にあたえられる画像を連

続系に変換し,任 意の時刻におけるベクトルポテンシャル

を求めることが可能である。また,節 点数を変更すること

で任意の解像度で動画像,す なわち,動 磁界を再現できる

ことは言 うまでもない。
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画像処理による動磁界解析

Duration 1

Duration 2

Duration 3

Duration 4

Duration 5

図6 各区間における固有値分布の

実数部(右 列)と 虚数部(右 列)

Fig.6. Real (left column) and imaginary (right 
column) parts of characteristic value distributions 
at each of the durations.

図7 有限要素法(左 列)と 画像の
ヘルムホルツ方程式による磁界分布(右 列)

Fig.7. Finite elements (left column) and image 
Helmholtz equation's (right column) solutions.
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図8 有限要素解と画像のヘルムホルツ方程式に
よる解間の相関係数

Fig.8. Correlation coefficients between finite ele 

ments and image Helmholz equation's solutions.

4. ま と め

本論 文 で は,古 典 物 理 学 の 集大 成 で あ る場 の 理論 に基づ

く画 像 処 理 的方 法 を提 案 し,特 に,動 的 な画像,す なわ ち,

ア ニ メー シ ョンが,ヘ ル ムホ ル ツ型 の偏 微 分 方程 式 で 記 述

可能 で あ る こと を示 した。 よって,時 間 軸方 向 に離散 値系 で

あ た え られ る動 画像 を連 続 的 に扱 うこ とが 可 能 とな り,電

磁 界の シ ミュ レ ー シ ョンに おい て も有効 で あ るこ とが 判 明

した 。

さまざ まな物 理量,ま た 物体 そ の もの を画 像 的 に捕 らえ,

画像 の もつ情 報 を吟 味 す る こ とで 材 料 の物性 評 価,さ らに,

動 作 モ ー ドな ど の解 析が 可 能 と考 え られ る。

(平 成11年12月20日 受付,同11年05月02日 再 受 付)
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