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Image Governing Equations and Its Application to Vector Fields

Hisashi Endo, Student Member, Seiji Hayano, Member, Yoshifuru Saito, Member, Tosiyasu L. Kunii,

Non-member (Hosei University)

A novel image processing methodology based on the field theory is proposed to visualize the electromagnetic 
vector fields as well as any other vector fields. The key idea of our method is that an image is regarded as a 

potential field. Consequently, any images can be represented by differential equations. In the static image, 
the images with any resolutions can be obtained by solving for the Poisson type partial differential equations. 
As an application, our method is applied to the practically experimented magnetic field distributing around 

a DC/DC converter.

キ-ワ ード:場 の理論を用いた画像処理,電 磁界分布解析,有 限差分法

1. ま え が き

電磁界の可視化は,有 限要素法などに代表 され るいわゆ

るCAD(Computer-Aided Design)に よる電気電子機器

の設計やEMC(Electromagnetic Compatibility)問 題 な

どにおける電気電子デバ イスの評価のみな らず,電 磁現象を

学ぶ教育現場に おいて も重要 な役割 を果た している(1)(2)。

近 年,半 導体技術 の進歩に伴 う計算機性能の飛躍的向上は,

さまざ まな電磁界シ ミュレーシ ョンを可能にする とともに

コンピュータグラフ ィックスに代表される可視化技術 も急速

に発展 させた。しかしなが ら,電 磁界は,3次 元 のベ クトル

フ ィール ドである と同時に連続量であるため,コ ンピュー

タデ ィスプ レイなどの2次 元平面にそれ らを可視化す るに

は,必 然的に膨 大な量のデ ータをハ ンドリングしなければ

ならない。

筆者 らが本論文で提案する画像処理方法の基本的着想は,

画 像デー タを構城 す る画素値 をスカラーポテンシャルある

いは,ベ ク トルポテンシャルの1成 分とみなし,画 像に勾配

演算(Gradient),発 散 演算(Divergence),回 転 演算(Ro-

tation)等 の 各種ベ ク トル演算を導入することである(2)(3)。

これは,古 典物 理学 の集大成であ る場の理論 と画像処理技

術 を結合 し,あ らゆる画像デ ータが微積分学 にもとづ き解

析で きるこ とを意味 している。

本論文では,電 磁 界の可視化画像,特 に,時 間的に変化

のない静的な可視化画像に対 し,場 の理論を応用 した画像

処理手法 を適用 し,電 磁界分布解析をお こなう。さらに,高

周波 ス イッチングを前提としたフ ィルム トランスを用いた

DC/DCコ ンバ ータ上に分布する磁界をカラー画像で可視

化 し,本 画像処理手法を用いてその有用性 を検証する(4)～(6)。

2. 画 像 の偏 微分 方程 式

<2・1> サ ン プル画像 静的画像は,大 きく別けてカ

ラー画像 とモ ノクロ画像 とに分類することが で きる。本論

文では,図1に 示す ようなモ ノクロ画像を最初に吟味 した

後,カ ラー画像 について述べ,そ の結果 を用いてDC/DC

コ ンバ ータ上の磁 界分布に関す る画像処理的方法を検討す

る。図1は,縦(y方 向)横(x方 向)そ れぞれ128×128

画 素の解像度をもつモ ノクロ画像 と本論文で用いる256段

階 の濃度 レベルである。

<2・2> 勾 配演算 図1の ような画像を2次 元 スカラー

フ ィール ドUと みなす と勾配演算か ら発散 的なベ クトル

Eが 得 られる。E=-▽U=-∂U/∂xi-∂U/∂yj………(1)

こ こでi,jは そ れぞれ,xとy方 向の単位ベ ク トルであ

る。 しか しなが ら,計 算機内において画像は,画 素の集 ま

り,す なわち,数 値 をマ トリックス状に配置 した ものであ
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図1原 画像(128×128画 素)と 濃度 レベル

Fig. 1. Original image (128•~128 pixels) and con-

trast bar.

図2 画像の勾配演算によるベクトル分布

Fig. 2. (a) Vector distribution by gradient opera-
tion to an image, (b) the sketch obtained from (a).

る。ス カラーポテ ンシャルUは,画 素であるので解析的

な連続関数ではな く離散値系である。このため,(1)式 の

偏微分 を中心差分で近似する。通常のデ ィスプレイの場合,

縦方 向,横 方 向の画素間の距離は等し くx,y方 向の離散 間

隔 Δx,Δyを 単位長とみなせば(1)式 は,次 の ように近似

す る こと ができる。∇U=Ui+1,j-Ui-1,j/2Δxi+Ui,j+1-Ui,j-1/2Δyj=Ui+1,j-Ui-1,j/2i+Ui,j+1-Ui,j-1/2j‥(2)

ここでUi,jは,i行j列 目の画素値であ る。図2(a)は,

図1の 画像デー タに対 し,(2)式 を適用 した結果であ る。

画像の勾配演算の応用の一例 として,図2(b)に,図2(a)

で 得 られたベ ク トルの ノルム分布 を計算 し,白 黒反転する

ことで得たスケ ッチ画を示す(7)。 スケ ッチは,通 常 人間に

よって描 かれ るが,画 像の勾配演算の導入に より,計 算 機

において も一定のスケ ッチ画 を作成す ることが可能となる。

<2・3> ラプ ラ シア ン あ るベ ク トル量に発散演算 を

施す とスカラー量 に変換するこ とが で きる。特 に,(1)式

に発散演算 を施す と,微 分演算子であ るラプ ラシアンを導

くことがで きる。∇・∇U=∇2U=∂2U/∂x2+∂2U/∂y2………(3)

図1の ような画像に(3)式 を適用するために<2・2>節

と同様に偏微分を有限差分で近似する。本論文では,対 象

画像周辺の画素のみで比較的良好な精度を有する9点 差分

公式によるラプラシアンを採用する(8)。∇2U=1/6[Ui-1,j-1+4Ui-1,j+Ui-1,j+1+4Ui,j+4Ui,j+1+Ui+1,j-1+4Ui+1,j+Ui+1,j+1-20Ui,j]………(4)

画像 に(4)式 を適用す る場 合,画 像の周 囲に境界 条件 を設

定しなければな らない。解が一意的に求 まるよ うにす るた

め,境 界条件 は,画 像の周囲にゼロ要素 を追加 し,画 素値

U=0の 固定デ ィリクレ型境界条件 とす る。

<2・4> 画像 のポ アソ ン方程式 図1に 対 し,(4)式

を適 用す ると,図3(a)の ようにスカラー値 の分布が得ら

れる。画像処理において,画 像デ ータに対す るラプ ラシア

ンは,画 像内に存在す るターゲ ットのエ ッジ を抽出す る手

法 として最 も広汎に用いられている(9)。 一 方,静 電界問題

において,ラ プラシアンは フィール ド源であ るソースデン

シテ ィー,す なわち,電 荷密度 を求め る演算であ る。 この

ことか ら,静 的画像 の支配方程式 はポ アソン方程式 となる。-∇2U=σ………(5)

こ こで,σ は,画 像の ソースデ ンシテ ィーで ある。

図3(a)が ソ ースデ ンシテ ィーの分布 を示 してい るので,

(5)式 の支 配方程式 を解 くことで 図1の 原画像 を再現する

こ とがで きる。(5)式 を解 く数値解法 として さまざまな方

法が提案 されているが,本 論文では,画 素の位置 を節点 と

して有限差分法(4)式 を用 いた。すなわ ち,i行j列 目の

ソースデ ンシテ ィを σi,jと して,(6)式 か らな る連 立方程式

を解 くことで画像 を再現す る。Ui,j=1/20[Ui-1,j-1+4Ui-1,j+Ui-1,j+1+4Ui,j-1+4Ui,j+1+Ui+1,j-1+4Ui+1,j+Ui+1,j+1+6σi,j]………(6)

なお,境 界条件はラプラシアンと同様に,画 像の周囲にゼ

ロ要素を追加し,画 素値U=0の 固定デ ィリクレ型境界

条件とする。

図3(b)は,図3(a)に 示したソースデンシティーから(6)

式の有限差分法によって復元 された画像である。図1の 原

画像と図3(b)の 再現画像間の相関係数は完全に1と なり,

(5)式 が正しいことが証明された。また,画 像においても

2階 微分データを2回 積分することで原画像が再現できる

ことが判明した。

1090 T. IEE Japan, Vol. 120-A, No. 12, 2000



電磁界分布の可視化と支配方程式

図3 画像データの微分と積分

Fig. 3. Differentiation and integration of an image 
data. (a) source density distribution , (b) recovered 
image.

図4 微分方程式による高解像度画像の生成

Fig. 4. High-resolution image generation by means 

of differential equation.

図5 カ ラ ー画像,そ のRGBお よび

ソースデンシテ ィー成分

Fig. 5. Color image, its RGB and source density 

components.

<2・5> 画 像 の拡大 画像は,(5)式 す なわち,ポ アソ

ン方程式を満足する。これは,画 像データが低解像度であっ

て も画像の支配方程式を解 くことで高解像度画像 を生 成す

るこ とが可能であ ることを意味す る。厳 密に言えば,ポ テ

ンシャル分布が 低解像度で与 えられて も,そ のラプラシア

ンで得 られた ソースデンシテ ィーに対 し細か いメッシュシ

ステムを用いて支配方程式 を解 くことで 高解像度 のポテン

シャル分布を得 ることが可能であ る。例 として,図1の 画

像 を一定間隔で 間引 きして作成 した64×64画 素 の低解像

度画像(図4(a))に 対 してラプラシアンを施 した後,画 像の

周囲にゼロ要素 を追加 した全節点数130×130点 の メ ッシュ

システムを用いて支配方程式 を解 くことで縦 ・横128×128

の解 像度 を もつ画像を生 成す る。結果 として図4(b)に 示

す生成 画像 と図1と の相 関係数は,0.95と な り,25%の

デ ー タ量か ら0.9を 超 える相関 をもつ画像が得 られる。

<2・6> カ ラ ー画像 一般 に図5(a)に 示 す ようなカ

ラー画像は,光 の3原 色で ある赤,緑,青(以 下 それぞれ

R,G,Bと 略 記)の 成分に分解す るこ とがで きる。すな

わち,図5(c)の よ うにカラー画像は,3個 の モノクロ画像

か ら構成 されている。よって,静 的なカラー画像の支配方

程式は,3個 の 独立 したポアソン方程式 とな る。-∇2Ucolor=σcolor,color=R,G,B………(7)

カ ラー画像のRGB各 成 分に対して独立 に(4)式 を適用す

ると,図5(d)に 示 す ようにRGB各 成 分のソー スデ ンシ

テ ィーが得 られる。これ らのソースデ ンシテ ィーを用いて ,

画像の支配方程式 を解 き,RGB合 成 することで図5(b)に

示 す再現画像が 得 られ る。図5(a)と(b)と の 相関係数 は

1と な り,モ ノクロ画像の場合 と同様に(7)式 が 成 り立 つ

ことが判明 した。

3. 電 磁 界分 布解析 への 応用

<3・1> ベ ク トルデ ータの画像化2章 で述べた画像

処理手法を電磁界分布解析 に応用す るために,本 論文では

カラー画像が光の3原 色であるRGBの3成 分に分解 され

ることに注 目して,ベ ク トルフ ィール ドのx ,y,z直 交 成
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図6 ベ ク トル フ ィール ドの可視化

Fig. 6. Visualization of vector field.

図7 DC/DCコ ンバータ直上の磁界分布

Fig. 7. Magnetic field vector distribution over a 
DC/DC converter.

分 をそれぞれ カラー画像のR,G,Bに 対 応 させて カラー

画像 として可視化す る。図6は,モ デルのベ ク トルフ ィー

ル ドとそのx,y,z方 向 各成分の分布 および カラー画像に

よって可視化 した結果である。

<3・2> DC/DCコ ン バ-タ 検 証実験 として,図

7(a)に 示 すフ ィルム トランスを用いたDC/DCコ ンバー タ

が38kHzで ス イッチング動作時のDC/DCコ ンバー タ直

上の磁界 をx,y,z各 方向についてソレノ イド型サーチ コ

イルで測定 した(4)～(6)。カラー画像 化 した磁界分布 と磁界

分布の各成分 をそれぞれ図7(b),(c)に 示 す。測定間隔は,

x方 向,y方 向 それぞれ5mm,測 定 点数は,32×32点 で

あ る。 よって,図7(b)は,32×32画 素 の解像度 をもつ。

<3・3> 高 解像 度磁界分布推定 画像が低解像度であっ

て も,画 像の支配方程式 を用いることで微分方程式 の解 と

して高解像度画像 を生成することがで きる。換言すれば,測

定点の粗 い磁界分布データが 与え られ て も,画 像処理 的方

法で より詳細 な磁界分布 を推定で きる。具体的な手順は以

下の通 りで ある。

1. <3.1> 節 で 述べ た手法で測定磁 界分布 をカラー画

像 に変換す る。

2. カラ ー画像のRGB各 成 分に対 し独立 に(4)式 の

ラプ ラシアンを実行 し,RGB各 成 分毎の ソースデ

ンシテ ィーを求め る。

3. 求め たRGB各 成 分のソースデ ンシテ ィーに対 し

て細か いメ ッシュシステ ムで(7)式 の支配方程式 を

解 く。

4. 解 として得 られたRGB成 分 を合成 し,カ ラー画

像 を作 成す る。

測定 した32×32画 素 の磁 界分布デ ー タを一定 間隔で 間

引 きす ることで低解像度測定デー タを生 成す る。(4)式 よ

り求めた低解像度測定デー タのソースデ ンシテ ィー を入力

とし,画 像 の周囲にゼ ロ要素 を追加 した全節点数34×34の

メ ッシュ システムで画像の支配方程式 を解 くことで,元 の

画素数に等 しい32×32画 素 の磁界分布を生成する。低解像

度測定デ ー タの画素数 と相 関係数 との関係 を図8に 示す。

なお,図8の 計算で用いた測定磁界分布であ る図9(a)か

ら 間引 きした16×16,8×8,4×4画 素の画像 をそれぞれ図

9(b),(d),(f)に 示す。さらに,(7)式 を解き,間 引 きした画

像 か ら32×32の 解 像度 を もつ画像 を生成 した結 果をそれ

ぞれ図9(c),(e),(g)に 示す。図9(a)と 図9(c),(e),(g)で

得 られた画像の相関係数は,間 引 き画像の画素数が16×16,

8×8,4×4に 対 して、それぞれ0.93,0.82,0.50と な った。

図10は,測 定磁 界分布 と図9(c),(e),(g)の 画 像か ら得

られたベ ク トルフ ィール ドであ る。結 果 として,6.25%の

デ ー タ量 で0.8以 上 の相関 をもつ磁界分布 を推定する こと

がで き,良 好な結果を得 た。

図11に は,図9(a)に 対 し画素 を間引 きせず に(4)式

の ラプ ラシアンを適用し,(7)式 の 解 として高解像度の磁

界分布 を生成した結果 を示す。 この よ うな磁界分布の推定

は,実 験で得 られ る磁界デー タか らフ ィール ド源で ある電

流を推定 し,推 定 された電流分布か ら磁界分布 を求め るい

1092 T. IEE Japan, Vol. 120-A, No. 12, 2000



電磁界分布の可視化と支配方程式

図8 相関係数とデータの解像度との関係

Fig. 8. Relationship between the correlation coef-

ficient and image data resolution.

わゆる逆 問題 的手段が必要 となるが,画 像の支配方程式を

解 く順問題的手法で磁 界分布推 定が可能であることが判明

した(10)(11)。

4. ま と め

本論文では,古 典物理学の集大成であ る場の理論 に基づ

く画像処理方法を提 案し,電 磁界分布の可視化画像 に応用

した。電磁界の可視化 には,ベ クトルフ ィール ドのx,y,z

直交 成分をカラー画像 の構成要素である画素のRGBの 各

成分に対応 させるこ とによって実現 した。本画像 処理手法

に基づ き,画 像の支配方程式 を解 くことで低解像度で与え

られた磁界分布か ら高解像度磁界分布 を生成 した。DC/DC

コ ンバー タを用いた検 証実験では,測 定点の粗い磁界分布

デ ータか ら,よ り詳細 な磁界分布 を推定 した。通常逆問題

的手法で処理 しなければならない問題を,画 像処理的手法

で6.25%の デ ー タか ら0.8以 上 相関 をもつベ クトルデー

タの生成が可能であるこ とを確認 した。
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図9 低解像度磁界分布(左 列)か ら

高解像度磁界分布(右 列)の 推定

Fig. 9. Generation of high-resolution magnetic 
field distributions (right column) from low-resolution 
ones (left column).

図10 再 現 され たベ ク トルフ ィール ド

Fig. 10. Recovered vector fields.

図11 磁界ベクトル分布の実測値(図9(a))か ら

高解像度磁界分布の生成

Fig. 11. Generation of the higher resolution mag-
netic field distributions from a measured magnetic 
field vector distribution in Fig.9(a).
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