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Abstract 

 

In this paper, we treat Duadic Code and cyclotomic duadic codes．

Quadratic residue Codes have idempotent generator．We propose 

a method of Construction of Duadic Codes by orbit decomposition． 

We compute weight distributions for decoding error rate, and 

comparison code rate with decoding error rate.  

 

 

Key Words : duadic codes， weight distributions， orbit decomposition， 

decoding error rate 
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１． はじめに 

１．１ 符合理論とは 

符号理論とは，広い意味での情報理論の一分野である．広義の情報理論の最

も主要なテーマは符号化である．符号化とは，広く言えば，情報の形態を変換

することである．符号化はさまざまな目的で行われるが，情報理論の主な対象

は，情報伝達の記録の効率向上のための符号化，信頼向上のための符号化，セ

キュリティ向上のための符号化の三つである． 

 効率向上のための符号化は情報源符号化，高能率符号化などと呼ばれ，情報

の冗長性を除去し，圧縮して伝達または記録するために行われる．信頼性向上

のための符号化は通信路符号化と呼ばれることもあるが，誤り訂正符号への符

号化が中心である．セキュリティ向上のための符号化は，秘密を守ること，情

報の偽造や不正や改変を防ぐことなどを目的として行われ，暗号が主役を演じ

る． 

 

 

 

１．２ 通信系のモデル 

 符号理論で取り扱うには，ディジタル化された情報である．これらの情報の

発生源や，それをディジタル化する部分を含めて情報源という． 

 

<情報源> 

送りたい情報を 0,1 のビット列として発生させる． 

 

<符号器> 

符号器は情報ビット列をｋビットごとのブロックに区切って扱う．これを通報

といい， )( 1 kiii L= で表す．符合器では，通報 iに対応した nビットのビット列

)( 1 nxxw L= を出力する符号器で knm −= ビットの余分なビットが付加される

ことになる．このnを符号長，kを情報ビット数という．また，wを符号語，こ

の操作を符号化という．通報の種類が全部で kM 2= 個あるので符号語もM 種類

ある．この符号語の全体 { }MwwC L1= を符号と呼ぶ．符号長 n ，情報ビット数

ｋの符号を ( )kn, 符号といい，
n
kR = を符号化率という．Ｒは符号の能率を表す

量の１つであり，高いほど，望ましい． 
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<通信路> 

通信路は，送信語 )( 1 nxxw L= が入力されると，nビットの受信語 )( 1 nyyy L= を

出力する．伝送媒体に雑音等の影響がなければ送信語 )( 1 nxxw L= と同じものが

出力されるが，実際にはある確率で異なったものが受信される．各ビットの誤

りを ie とし， )( 1 neee L= で表すとき， 

ewy +=                    (1) 

ここで， eを誤りパターンという． 

 

<復号器> 

復号器では，y をもとにいずれの符号語が送信されたかを推測し，送信語wの推

定値
~
wを得る．誤りパターン eに関する(1)式の計算はビットごとに mod 2 で行

う．例えば，送信語 ( )0110=w を送ったとする．通信路で１ビット目が誤り，

( )1110=y を受信したとする．これは(1)式の誤りパターンが ( )1000=e であるに

場合に相当する． 

 いままでは，符号語は 0,1 よりなるビット列であり，２元符号という．一般

には，q種類の記号からなる記号列でよい．この場合，ｑ元符号という．このｑ

種類を数字で表せば，０,１,…,ｑ-1 となる． 

 

 

 

１．３ 符号の種類 

 通信路で生じた誤りを訂正することを目的とした，いままでに述べた符号を

誤り訂正符号という．他に，誤りの検出を目的とする誤り検出符号がある．両

者をまとめて誤り制御符号と呼ぶこともある．２つの符号に本質的な差はなく，

使われ方に違いがあるのみである．したがって，符号の種類は， 

（１）受信語でまず誤りを検出し，その後その誤りを符号の能力によって訂正

する． 

（２）検出だけに止めておき，送信側にデータの再送を要求する． 

（３）検出の後，データの性質を利用し他の正常なデータから誤ったデータか

ら誤ったデータの正しい値を推測する． 

 

 さて，ランダム誤り訂正符号の能力は，訂正可能な誤りの個数 tで評価される．
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tが大きい符号が良い符号である．一般に，誤り訂正能力が高いと符号化率Ｒは

低い．また，Ｒを一定にしたとき，符号長 nが長いほど復号誤り率はちいさくな

る． 

 符号がブロック単位で独立に通報と符号語を対応させているとき，ブロック

符号といい，過去のブロックに関わって現時点の符号語が決まる逐次的な対応

であるとき，畳み込み符号という．ブロック符号は，それが線形の方程式に基

づいて定義されるとき，線形符号という．これはまた，巡回符号と非巡回符号

に分類される．後者の中には，代数幾何符号が含まれる． 
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２ 目的 

符号長 nの巡回符号を構成する際，多項式 1−nx を有限体上で因数分解するこ

とにより生成多項式を求める．しかし，巡回符号は ( ) ( )2xexe = を満たす冪等生成

元を持つ性質から，冪等の多項式を決定することが可能である．その代表的な

例として平方剰余符号が挙げられ，その拡張として Cyclotomic Duadic 符号が

ある． 

 Cyclotomic Duadic 符号は 2を冪剰余に持つ素数 p に対し，軌道分解し，条件

に合う様に軌道を組み合わせることで構成される符号である． 

本論分では軌道分解とその組み合わせ方の違いによる符号の具体的な構成法

についての定理とプログラムを使い重み分布を調べ，復号誤り率を計算し符号

化率と比較，検証する． 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 8

３ 基本事項 

３．１ ハミング距離とハミング重み 

 二つの記号u と vの間のハミング距離は 

( )




≠
=

=
vu
vu

vud H ,1
,0

,  

で定義され，長さnの二つの系列 nuuuu L21= と nvvvv L21= の間のハミング距離

は， 

( ) ( )∑
=

=
n

i
iiHH vudvud

1

,,  

 

で定義される．ただし，この和は通常の整数の和である．すなわち，u と vの対

応する位置にある成分の対のうち異なる対の数がu と vとのハミング距離であ

る． 

 

 同じ長さの任意の系列u , v ,wに対し，ハミング距離が三つの性質を持つこと

から容易に確かめられる． 

非 負 性： ( ) 0, ≥vud H であり，＝0になるのは， vu = の場合に限る． 

対 称 性： ( ) ( )uvdvud HH ,, =  

三角不等式： ( ) ( ) ( )vwdwudvud HHH ,,, +≤  

この三つの性質は距離の三公理と呼ばれ，数学的にこれを満たすものを距離と

呼ぶ．従って，ハミング距離は数学的な意味でも距離となっている． 

 

 長さがnの系列 nuuuu L21= の0でない成分の数をu のハミング重みと呼び，

)(uwH で表す． 

 ハミング重みはハミング距離を用いて， 

( )0,)( uduw HH =  

と書くことができる． 

 

 

最小距離 

 ブロック符号の任意の二つの異なる符号語間のハミング距離の最小値をこの
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符号の最小ハミング距離または最小距離と呼び， mind で表す．これは，ランダム

誤り通信路におけるこの符号の誤り訂正や誤り検出の能力を決める重要なパラ

メータである．なお，最小距離 mind の ( )kn, 符号を ),,( mindkn 符号と書くことがあ

る． 
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３．２ 誤り訂正・検出の原理 

 （１）誤り訂正の原理 

符号語 1w ，符号Ｃが mwwwC ,,, 21 L= とする．限界距離 tとＣの最小距離 mind の関

係が 

12min +≥ td  

をみたすとき．送信語として 1w を送り t箇所以下の誤りを生じた y が受信された

とする．このとき，受信側で y に最も近い符号語 1w に訂正される． 

 1w を送信し， t箇所以下の誤りが生じた y を受信したとする．このとき tが 

12min +≥ td を満たしていれば，各符号語間の距離に対して送信語 1w と受信語 y
の距離が十分小さい．十分小さいとはつまり，受信語 y から最も近い符号語は 1w
ただ一つとなるということである．そこで，受信側で，送られてきた送信語は y
から距離がもっとも近い 1w であると判断し， y を 1w に訂正する． 

 t箇所以下の誤りのみ訂正対象とする復号法を限界距離復号法という． 

 

 

（２）誤り検出の原理 

送信語 1w に対し，r 個箇所以下の誤りが加わり受信語 y になったとする．y は 1w
を中心とする半径 r の小球内にある．そこで， 

1+≥ rd  

ならば，その小球の中に他の符号語はなく，y が他の符号語と一致することはな

い．したがって，誤りとして検出できる．しかし，訂正は必ずしもできない．

また，r を超える個数の誤りが生じて，他の符号語と一致してしまった場合は誤

りの検出もできず，見逃し誤りとなる．通信の分野では，誤り検出符号は古く

から使われている．電話のように双方向に通信路がある場合は，誤りを検出で

きさえすれば，もう一度送るように頼むことができる．したがって，複雑な装

置を要する誤り訂正符号を用いる必要はなくなる． 

 

 

 （３）誤り訂正同時検出の原理 

 少ない誤りに対しては訂正を，多い誤りに対しては検出する場合を考える．

すなわち，t重誤りまでは訂正し，それ以上 1+t 重までは検出する場合を考える．

各符号語 iw を中心とする半径 tの小球内の受信語は，中心の符号語に復号される．

この小球の訂正領域という． 
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 rt + 重誤りまでの誤りが加わり受信語 y を得たとき，その検出されるためには

y が他の符号語の訂正領域になければよい．すなわち，各符号語を中心とする半

径 rt + の小球が他の符号語を中心とする半径 tの小球と重複部を持たなければ

よい． 

12 ++≥ rtd  

をみたす t，r に対し，t重誤りを訂正し，同時に rt + 重の誤りを検出することが

できる． 

 

（例） 

最小距離d=5の符号は，次の３通りの使い方がある． 

（１）２重誤り訂正 (t=2,r=0) 

（２）１誤り訂正かつ２重誤り検出 (t=1,r=2) 

（３）４重誤り検出 (t=0,r=4) 

 

これからもわかるように，最小距離 d を訂正能力と検出能力にいかに配分するか

によって使い方が決まる． 
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３．３ 線形符号 

 線形符号の定義 

 ガロア体GF(q)上のn次元ベクトル空間 nV とする．すなわち， nV はGF(q)の元を

成分とする長さnの系列（n次元ベクトル）すべての集合であり，ベクトル間の

加算は成分ごとのGF(q)上の加算として行われ，ベクトルとGF(q)の元 cとの乗算

は， cをベクトルの各成分にGF(q)上で乗算することにより行われる． 

 ガロア体GF(q)を符号アルファベットとする符号長nの符号Cが，n次元ベクト

ル空間の部分空間をすなわち，この符号CはGF(q)上の線形符号(linear Code)で

あるという．言い換えれば，Cの任意の符号語 1w  と 2w およびGF(q)の任意の元 1c
と 2c に対し， 

2211 wcwc +  

がCの符号語となっているなら，Cを線形符号と呼ぶ． 

 ガロア体がGF(2)である場合には， 1c ， 2c としては，0,1しかないから，２元

符号Cが0=(0,0,…,0)を符号語として持ち，さらに任意の（異なる）二つの符号

語 1w  と 2w に対し 21 ww + が符号語となれば，Cは線形符号となる． 

 

 

 線形符号の基底 

 ガロア体GF(q)上の線形符号Cのｋ個の符号語 kwww ,,, 21 L を用いて，GF(q)の

元を係数とする一次結合， 

kk wcwcwcw +++= L2211  

( )qGFccc k ∈,,, 21 L  

を作れば，線形符号の定義から，wは明らかにCの符号語である． 

 ここで， kwww ,,, 21 L がGF(q)上で一次独立であるとしよう．すなわち，GF(q)

の元 kaaa ,,, 21 L に対し， 

02211 =+++ kk wawawa L  

となるのが 021 ==== kaaa L のときに限るとするのである．このとき，Cの任
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意の符号語wが上式で表すことができるなら，{ }kwww ,,, 21 L はこの線形符号の

基底をなすという．また，基底に含まれる符号語のｋをこの線形符号Ｃの次元

と呼び，dim(C)で表す．線形符号Cの基底は一般にいくつもの選び方があるが，

dim(C)は線形符号Ｃに対し一意的に定まる． 
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生成行列 

 生成行列の定義と基本行操作 

 GF(q)上の符号長nの線形符号Cの基底{ }kwww ,,, 21 L に含まれる各符号語を行

として並べた nk × 行列をCの生成行列と呼ぶ．線形符号wは基底を用いて次の定

理が得られる． 

  

定理 

 GF(q)上の符号長nの線形符号Cの生成行列をGとすれば，GF(q)上の n次元ベク

トルwがCの符号語となる必要十分条件は， 

( )Gcccw k,,, 21 L=  

と書けることである．ここに， kccc ,,, 21 L はGF(q)の元である． 

 

 基底は一般に複数個存在するから，Cの生成行列も一般に複数個存在する．実

際，線形符号Cの任意の生成行列に対し，次の基本操作を施したものはまたCの

生成行列になっている． 

〔基本操作〕 

(1) 任意の二つの行を交差する． 

(2) 任意の行に，他の任意の行にGF(q)の元を乗じたものを加える． 

(3) 任意の行にGF(q)の0でない元を乗じる． 

 

 ２元符号の場合には(3)の操作は意味がないし，(2)の操作で意味があるのは，

(2’)任意の行に他の任意の行を加える，という操作である． 

 基本行操作は，結局， nk × 生成行列に左から k 次正則行列を掛ける操作の手

順を与えるものと言ってもよい．線形符号Cの一つの生成行列から，基本行操作

によって，Cのすべての生成行列を導くことができる． 
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３．４ 巡回符号 

 GF(q)上の ( )kn, 線形符号Ｃの任意の符号語を， 

( )0,121 ,,, wwwww nn L−−=
 

とする．この符号語を巡回置換した 

( )10,12 ,,, −−= nn wwwww L
 

が常にＣの符号語になるなら，Cを巡回符号という． 

 

 巡回符号を扱うには，GF(q)上の n次元ベクトル { }011 ,,, wwww n L−= をGF(q)上

の多項式 

01
1

1 wxwxww n
n +++= −
− L  

で表せる．特に符号語をこのような多項式で表現したものを符号多項式

(Code-polynomial)と呼ぶ． 

 

 このような多項式表現を用いると，wの巡回置換は次式のように表せる． 

[ ] )1mod()(
10

2
1

1
2

−=

++++ −
−

−

n
n

n
n

xxxW

wxwxwxw L
 

 

 ここで，この剰余をとるという演算が線形であることに注意しておく．すな

わち，任意の多項式 )(1 XA ， )(2 XA に対し，次式が成立する． 

( ) ( )[ ] ( )
( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )xBxAxBxA

xBxAxA
modmod

mod

21

21

+=
+

 

 

さて，巡回符号の定理から，任意の符号語wに対し，それを i回巡回置換した

ものも符号語となる．従って， )(xW が符号多項式であれば， 

( )[ ] ( )1mod −ni xxWx  

も符号多項式になる．また，巡回符号は線形符号であるから，このような符号

多項式の任意の一次結合もまた符号多項式となる．従って，任意の正整数ｍと

GF(q)の任意の元 
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( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( )1mod

1mod
1

−=

−∑
=

n

ni
m

i
i

xxWxA

xxWxa
 

もまた符号多項式となる．すなわち，符号多項式 )(xW に任意の多項式 )(xA を乗

じ， 1−nx で割った剰余をとれば，その結果はまた符号多項式となるのである． 

 

巡回符号Ｃの0を除く符号多項式で次数が最小で最高次の係数が１である多

項式を生成多項式という． 

 

符号多項式 )(xW は 

)()()( xGxAxW =  

)(xW :符号多項式， )(xA :通報多項式， )(xG :生成多項式 

で表せる． 

 

 q元 ( )kn, 巡回符号Ｃの生成多項式 )(xG とするとき 

)(
1)(

xG
xxH

n −
=  

をＣの検査多項式という． 
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３．５ ハミング符号 
１個の誤りを訂正する２元線形符号（単一誤り訂正２元線形符号）の構成法を

考えよう．単一誤りを訂正するには，それの対するシンドロームがすべて異な

り，しかも 0 でなければよい． 
 

 ここで，２元(n,k)線形符号Ｃの検査符号 [ ]nhhhH L21= とする． ),,1( nihi L= は

GF(2)上の kn − 次元列ベクトルである．また，第 i 番目の位置に生じた単一誤り

語を ie とする．すなわち， 

( )0001000 LL=ie  

このような誤りに対するシンドロームは， 

T
i

T
i hHes ==  

となる．ここで
T

ih は ih を転置した行ベクトルを表す．従って，このような単一

誤りに対しシンドロームがすべて異なり，0 とならないためには， ),,1( nihi L= が

すべて異なり，しかもどれも 0 でなければよい． 
 
 任意の正整数ｍに対し，GF(2)上の 0 でないｍ次元ベクトルで異なるものの数

は 12 −m ，情報ビット mnk −= の符号は単一誤り訂正符号となる．この符号をハ

ミング符号と呼ぶ． 
 
 
ハミング符号の検査行列が 

[ ]m
T IPH =  

という規約標準形で与えられていたとしよう．ここで， P は検査記号生成行列

であり，この場合 GF(2)上の mk × 行列である．ただし， mnk −= である．P を

用いれば， k 個の情報ビット kmm ,,1 L からm 個の検査ビット mpp ,,1 L を 

( )Pmmpp km ,,),( 1,1 LL =  

により計算できる．ここで，Ｐの(i,j)の要素を ( )mjkip ji ,,1;,,1, LL == とすると，
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この式は， 

mjmpmpmpp jkjjjj ,,1,2211 LL =+++=  

と書ける．この加算を排他的論理和を用いて実行すれば，ハミング符号の符号

化が行える． 
 受信語からのシンドロームの生成は上で述べた方法で行えばよい．シンドロ

ームから誤り語を推定するには，シンドロームと単一誤りの誤り語との対応表

を用いてもよいし，シンドロームを入力するとそれに対応する単一誤り語を出

力するような理論回路を構成してもよい．これらの表や回路は，第 i列（の転置）

になることから，容易に作ることができる． 
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３．６ その他の数学的基礎 

位数 

GF ( )mp の任意の元 ( )0≠δ に対し 

1=nδ  

となる最小の正整数ｎをδ の位数という． 

 

（例） 
3αδ = とすると， 

( ) 623 αα =   ( ) 933 αα =   ( ) 1243 αα =   ( ) 11553 == αα  

53の位数はα∴  

αδ＝ とすると， 

α は，原始元であるからα の位数は 15124 =−  

 

 

 

 

共役根 

GF(2)上では， 

( )( ) ( )22 xFxF =  

である． 

従って，GF(2)上において，δ が ( )xF の根であれば， ( ) 0=δF より， 

( )( ) ( ) 022 == δFxF  

であるから， 2δ も ( )xF の根となる． 

GF(q)上では， 

( )( ) ( )qq xFxF =  

であり，共役根は
12

,,,,
−dqqq δδδδ L である． 

δδ =
'2:

d

d となる 'd の最小の正整数 
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（例） 

GF( 42 )において， 

α の共役根{ }842 ,,, αααα   ( )αα =16  
3α の共役根{ }91663 ,,, αααα   ( )318924 , αααα ==  

 

（例） 

3α の最小多項式 ( )xM 3 を求める． 

  3α の共役根は{ }91663 ,,, αααα  

 

( ) ( )( )( )( )91263
3 αααα −−−−= xxxxxM  

1234 ++++= xxxx  

 

α は原始多項式の根だからα の最小多項式 ( )xM1 は原始多項式 

( ) 14
1 ++= xxxM  
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４ Duadic符号 

４.1 冪等生成元（idempotent） 

 ある多項式を２乗したものが元に戻る多項式のことを冪等元という． 

（例） 

1)( 24 +++= xxxxe  

このとき 

( )

( )xexxx
xxx

xxxxxe

=+++≡

+++=

−+++=

1
1

1mod1)(

24

248

72242

　　　

　　　

　　

 

 したがって，この e(x)は冪等元になる． 

 巡回符号においては，生成多項式の代わりに同じ符号内の符号多項式を用い

ても，同等の符号が得られる．ここで，生成多項式の代わりに用いる冪等元を

冪等生成元という．冪等生成元を集合Ｅを用いて 

∑∑
∈

−

=

∈==
Ei

i
n

i

i
i xFxxexe ][)( 2

1

0
 

とおくとき， ∑
−

=

=
1

0

22)(
n

i

i
i xexe だから ( ) ( )2xexe = であるためには， 

E2E =  

でならなければならない． 
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４．２ 平方剰余符号（Quadratic Residue Codes） 

冪等生成元により構成される典型的な符号が平方剰余符号である． 

p を奇素数とし， aと p が互いに素であるとき 

( )pax mod2 　≡  

が解を持つとき， aと p を法として平方剰余であるといい， 

1=







p
a

 

と書く．そうでないとき，平方非剰余といい 

1−=







p
a

 

と書く． 

 この記号 







p
a

をルジャンドルの平方剰余記号という． 

 

 

オイラーの基準 

p を奇素数とし， aを p と互いに素な有理整数とする．そのとき 

( )pa
p
a p

mod2
1−

≡







 

が成立する． 

 

（証明） 

{ }1,,2,1 −= pA L とおく． Ar∈ に対し， 

rprr ・・・ )1(,,2,1 −L  

も法 p に関する既約類の代表系になる．このとき，( ) 1, =pa だから， ( )pasr mod≡

となるＡの元 r がただ一つである．そして，対応 sr → は単射である．この s と r
を互いの同伴数という． 

(1)  

1=







p
a

のとき． ( )paX mod2 ≡ は解 rX = をもつ．このことは， r がそれ自身同

伴であることを示す．( ) ( )parp mod2 ≡− だから， rp − も自分自身と同伴である．
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r と rp − は p を法として合同でないから，２次方程式 

( )paX mod2 ≡  

の解 r と rp − の２個のみである．したがって，Ａの元の残りｐ-３個は互いに同

伴なものの組に分かれる．ゆえに 

( ) ( ) ( ) ( )parprpp
p

mod!1121 2
3−

−≡−=−⋅ L  

( )pa
p

mod2
1−

−≡  

となる．よって 

( ) ( )pap
p

mod!1 2
1−

−≡−  

(2) 

1−=







p
a

のとき． ( )paX mod2 ≡ は解を持たないから，(1)と同様にして 

( ) ( )pap
p

mod!1 2
1−

≡−  

さて， 1=a のときは， 11
=








p

だから(1)より 

( ) ( )pp mod1!1 −≡−  

したがって， 1=







p
a

ならば ( )pa
p

mod12
1

≡
−

， 1−=







p
a

ならば ( )pa
p

mod12
1

−≡
−

と

なる．よって， 

( )pa
p
a p

mod2
1−

≡







 

 

 

（オイラー） 

ｐを奇素数とするとき， 

( ) 2
1

11 −

−=






 − p

p  

が成立する． 

（証明） 
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1−=a とする． ( ) 1,1 =− p だから， 

( ) ( )p
p

p
mod11

2
1−

−≡






 −
 

p は奇素数だから等号が成立する． 

 

 

（フェルマーの小定理） 

p を任意の素数として，( ) 1, =pa とする．そのとき， ( )pa p mod11 ≡−
が成立する． 

（証明） 

2=p のときは明らかである． 2≠p のとき， ( )pa
p

mod12
1

±≡
−

の両辺を証明すれ

ばよい． 

系． p を奇素数とし， ( ) ( ) 1,, == pbpa とする．そのとき， 

(1) ( )pba mod≡ ならば 







=








p
b

p
a

． 

(2) 















=








p
b

p
a

p
ab

，つまり ( ) 1, =pl のとき， 







p
l

は lについて乗法的である． 

 

（証明） 

( ) ( )p
p
b

p
abaab

p
ab ppp

mod2
1

2
1

2
1

















==≡







 −−−

 

ここで p は奇数だから 

















=








p
b

p
a

p
ab

 

を得る． 

 

 

 

 

 

 

 



 25

 

 ２元の平方剰余符号では，2が平方剰余となるような素数を符号長にとる必要

がある． 

( )
{ }
∑
∈

=

∈=

±≡

Ei

ixxe

iiE
p

)(

F;
8mod1

p
2

　

 

このような多項式は冪等元となっている．このようにしてできた冪等生成元に

より構成される符号が平方剰余符号である． 

（例） 

符号長 n=7 の平方剰余符号 

平方剰余 {1,2,4}E = ， 

平方非剰余 {3,5,6}E =⊥  

これらによって生成される冪等生成元はそれぞれ 

11)(
)(

11)(
)(

356

356

24

24

+++=+

++=

+++=+

++=

⊥

⊥

xxxxe
xxxxe

xxxxe
xxxxe

 

となる． 
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４．３ Duadic 符号 

集合Ｅにより構成される次の多項式の中の一つを冪等生成元として用いること

で Duadic 符号を定義することが出来る． 

 

Z/nZ の分割 

×⊥ = )/(EE nZZU  

φ=⊥EE I  

⊥= EEµ  

EE =⊥µ  

( ) 





 ∈== ×⊥ nZZ /,

2
1-n|E||E| µ  

と分割したとき， 

( ) ( ) ∑∑
⊥∈

⊥

∈

==
EE

,
i

i

i

i xxexxe  

( )
{ }

( )
{ }

∑∑
⊥∈

⊥

∈

=+=+
0E0E

1,1
UU i

i

i

i xxexxe  

が冪等になる． 
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５ 軌道分解 

５．１軌道分解 

∑
∈

=
Ei

ixxe )( が冪等であるためには， nZZ / を 2の乗法による作用で軌道分解し

たとき，Ｅが軌道の和集合になっていればよい； ×)/( nZZ の乗法部分群をＧとす

るとき， 

{ }( )nZZaGgagCa /: ∈∈= 　  

を aの軌道という．このとき ×)/( nZZ は互いに交わらない軌道の和集合に表せる．

Ｇとしてとくに ×∈ )/( nZZg の生成する部分群を取ったとき 

φ=≠= '',/ aaa
a

CCaaCnZZ IU ならば　  

をｇの乗法による作用での軌道分解という． 

12 += efp を奇素数とする． pF の原始元をｇとし，
×

pF を eg 2 の乗法による作用

で軌道分解したときの軌道分解したときの軌道を， 

( )1201
2

10:C 2
i −≤≤







 −

−
≤≤= + ei

e
pxg iex 　　  

と記す．一般化した式は 

{ }
{ }
{ }

MM

L

L

L

　　　　　　

,2,2,

,2,2,

,2,2,

22212
2

12111
1

02010
0

gggC

gggC

gggC

=

=

=

 

と表すことができる． 

分割E, ⊥E がこれらの軌道の輪集合であるとき，２元 Duadic 符号のを位数 2e

の Cyclotomic Duadic 符号という． 
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定理 

（１）４乗剰余 

p が以下の条件を満たすとき位数 2e=4 の平方剰余符号と異なる Cyclotomic 

Duadic 符号が存在する． 

( ){ }22 648mod1 bapp +=≡  

（２）６乗剰余 

p が以下の条件を満たすとき位数 2e=6 の平方剰余符号と異なる Cyclotomic 

Duadic 符号が存在する． 

( ){ }22 2724mod7,1 yxpp +=≡  

 

一般に，2が mod p で 2e 乗剰余，すなわち 

pep e
p

mod122mod1 2
1

　かつ　 ≡≡
−

 

のとき，分割の具体的な構成法を与えることができる． 
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５．２ 分割の構成 

 定理 

l  を， le /2  が偶数となる様な， e2 の約数としたとき， 

次の様に分割を構成することができる． 

( )

( )
a

llmma

a
llmma

C

C

U

U

L

L

2mod12,
ml,

2mod1,
ml,

E

,E

　　

　　

−+≡

⊥

−+≡

=

=

 

 とくに 1=l のとき 1,0E , 0,1E⊥ は平方剰余と平方非剰余への分割となり，得られ

る符号は平方剰余符号となる．また，分割の総数は 

∑
el

l
|

 

となる． 

 

（例） ×
73F の軌道分解は以下の通りである． 

 p=73, g=5, l=1,2,4 

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }44,22,11,42,21,47,60,30,15

38,19,46,23,48,24,12,6,3
66,33,53,,63,68,34,17,45,59

57,65,69,71,72,36,18,9,41
26,13,43,58,29,51,62,31,52

49,61,67,70,35,54,27,50,25
39,56,28,14,7,40,20,10,5

37,55,64,32,16,8,4,2,1

7

6

5

4

3

2

1

0

=
=
=
=
=
=
=
=

C
C
C
C
C
C
C
C

 

 

これらの８つの軌道から，以下の７つの分割が得られる． 

 



 30

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )　CCCC,CCCC　　E,E

　CCCC,CCCC　　E,E

　CCCC,CCCC　　E,E

　CCCC,CCCC　　E,E

　CCCC,CCCC　　E,E

　CCCC,CCCC　　E,E　

　CCCC,CCCC　　E,E

654372104,34,3

543276104,24,2

432176504,14,1

765432104,04,0

652174302,12,1

763254102,02,0

753164201,01,0

UUUUUU

UUUUUU

UUUUUU

UUUUUU

UUUUUU

UUUUUU

UUUUUU

=

=

=

=

=

=

=

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

 

分割の総数 

l=1,2,4 より７つ 

最初の分割からは平方剰余符号を得られるが， 

残りは平方剰余符号と同値ではない． 

 

 

（例） ×
31F の軌道分解は以下の通りである． 

p=31, g=3, l=1,3 

}13,22,11,21,26{
}27,28,14,7,19{

}29,30,15,23,27{
}20,10,5,18,9{
}17,24,12,6,3{

}16,8,4,2,1{

5

4

3

2

1

0

=
=
=
=
=
=

C
C
C
C
C
C

 

 

これらの４つの軌道から，以下の３つの分割が得られる． 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )CCC,CCC　E,E　

CCC,CCC　E,E　

CCC,CCC　E,E　

CCC,CCC　　E,E

4325103,23,2

3215403,13,1

5432103,03,0

5314201,01,0

UUUU

UUUU

UUUU

UUUU

=

=

=

=

⊥

⊥

⊥

⊥
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分割の総数 

l=1,3 より４つ 

最初の分割からは平方剰余符号を得られるが， 

残りは平方剰余符号と同値ではない． 

 

Duadic 符号を構成することができた． 
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６ Duadic 符号の復号誤り率 

６．１ 重さ分布 

q 元 ( )kn, 線形符号 Cの重さが iの符号語の数を iA とするとき 

( )n10 A,,A,A L  

を C の重さ分布という．また 

( ) ∑
=

=
n

i

i
i xAxA

1

 

を C の重さ分布多項式という． 

 

（例） 

 n=7,k=4 
















=

0011100
1001110
0101011

)(
　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

xW  

( )1023221 　　　　　  
6432 23221)( xxxxxxA +++++=  

 

 

マクウィリアムスの恒等式 

 重み分布を求める上で非常に重要なものに２元線形符号とその双対符号の重

さ分布の関係がある． 

 

( ) ( ) 






+
−

+= −⊥

x
xAxxA nk

1
112  
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６．２復号誤り率 

２元(n，k)線形符号 Cを用いた場合に，正復号率 CP ，復号誤り率 EP ，復号不能

確率 DP とする． 

1=++ DEC PPP  

（１）正復号率 CP  

正復号率 CP は長さ n の受信語において，その符号語に正確に復号される確率で

あるから， 

∑∑
=

−

=

− −







=−=

e

i

ini
t

i

ini
inC pp

i
n

ppCP
00

)1()1(  





 −

=
2

1de であり， 







i
n

は二項係数である． 

で表すことができる． 

二項展開の一般項 knk yx − の係数を二項係数と呼び， 









i
n

 

で与えられる． 

ここで inC は 

1)1(
)1()1(

L

L

−
+−−

==







ii

innnC
i
n

in ， ni ,,1L=  

 

 

（２）復号誤り率 EP  

復号誤り率 EP は受信語が送信語とは異なる符号語の復号領域に入る確率である．

線形符号 C の任意の符号語ｗを C の個々の符号語に加えて作った集合は再び C

となる．このことは，線形符号ではどの符号語から見ても他の符号語の位置の

分布は全く同じであることを意味する．したがって送信語が何であっても復号

誤り率は変わらない．そこで，送信語は 0とする．このとき，復号誤り率 EP は， 
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( ) tewntew
t

i

e

t

t
e

tes
wE pp

tes
wn

s
w

AP −+−+−

= =





 −

−=

−







+−

−








=∑ ∑ ∑ 1

0

2

0

2

 





 −

=
2

1de ， k<0 のとき 







i
n

=0 とする 

により計算できる． 

よって線形符号の重み分布 ( )n10 A,,A,A L により復号誤り確率が決まる． 

（例） 

(15,4)符号をビット誤り率 p=0.1 の２元対称通信路に用いるものとする．この

符号の最小距離は 8であるので，t=3 個まで誤りを訂正できる．このとき，正復

号率は， 

94444.0
9.01.04559.01.01059.01.0159.0 1231321415

=
⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+=

　　

CP 約 94 パーセントの確率で受信語が

送信語に対応する領域 

に入り，送信語が正しく推定される 

 

例） 

( ) ( ){ }1,1,1,0,0,0=C とすると ( )0,0,0 を送信したときに，誤って ( )1,1,1 に復号される確

率は， 

( )pppPE −+= 13 23
 

 

 

（３）復号不能率 

ECD PPP −−= 1  

より求められる． 
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６．３ Duadic 符号の復号誤り率 

重さ分布と復号誤り率 EP の式のプログラムを作成し，任意のｐを与え， n＝7，

17，23，31，41 の重さ分布，復号誤り率を計算した．  

 

結果 

 

n=7, 2e=2, l=1, m=0 

重み分布 wA  

  0 = 1 

  3 = 7 

  4 = 7 

  7 = 1 

最小距離 = 3 

 

復号誤り率 

p=0.1……0.00064633 

  p=0.01……0.00000066939 

  p=0.001……0.00000000067173 

  p=0.0001……0.00000000000067197 

  p=0.00001……0.00000000000000067199 

  p=0.000001……0.00000000000000000067199 
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p=17, 2e=2, l=1, m=0 

 

重み分布 wA  

  0 = 1 

  6 = 68 

  8 = 85 

  10 = 68 

  12 = 34 

最小距離 = 6 

 

復号誤り率 

  p=0.1……0.0000023971 

  p=0.01……0.000000000026617 

  p=0.0001……0.00000000000000026896 

  p=0.00001……0.0000000000000000000026924 

  p=0.000001……0.000000000000000000000000026927 

  p=0.0000001……0.00000000000000000000000000000026927 
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ｎ=23, 2e=2, l=1, m=0 

 

重み分布 wA  

  0 = 1 

  7 = 253 

  8 = 506 

  11 = 1288 

  12 = 1288 

  15 = 506 

  16 = 253 

  23 = 1 

最小距離 = 7 

 

復号誤り率 

  p=0.1……0.052463 

  p=0.01……0.00000061414 

  p=0.001……0.0000000000062384 

  p=0.0001……0.000000000000000062482 

  p=0.00001……0.00000000000000000000062492 

  p=0.000001……0.0000000000000000000000000062493 
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p=31, 2e=6, l=1, m=0 

 

重み分布 wA  

  0 = 1 

  7 = 155 

  8 = 465 

  11 = 5208 

  12 = 8680 

  15 = 18259 

  16 = 18259 

  19 = 8680 

  20 = 5208 

  23 = 465 

  24 = 155 

  31 = 1 

 

復号誤り率 

  p=0.1……0.090843 

  p=0.01……0.0000011453 

  p=0.001……0.000000000011720 

  p=0.0001……0.00000000000000011747 

  p=0.00001……0.0000000000000000000011750 

  p=0.000001……0.000000000000000000000000011750 
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p=41, 2e=2, l=1, m=0 

 

重み分布 wA  

  0 = 1 

  10 = 1312 

  12 = 7585 

  14 = 33210 

  16 = 97539 

  18 = 195160 

  20 = 255266 

  22 = 232060 

  24 = 146370 

  26 = 60024 

  28 = 16605 

  30 = 3034 

  32 = 410 

最小距離 = 10 

 

復号誤り率-推移 

  p=0.1……0.0000034216 

  p=0.01……0.00000000000046259 

  p=0.001……0.000000000000000000047670 

  p=0.0001……0.0000000000000000000000000047814 

  p=0.00001……0.00000000000000000000000000000000047828 

  p=0.000001……0.000000000000000000000000000000000000000047830 
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以上の復号誤り率とビット誤り率を表にまとめた． 

 

 

Teble1．n＝7，17，23，31，41 の復号誤り率  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

p 7 17 23 31 41
0.0000016.7199× 2.6728× 6.2492× 1.175× 4.78×
0.000016.7197× 2.6925× 6.2482× 1.1747× 4.78×
0.00016.7173× 2.6897× 6.2384× 1.172× 4.7670×
0.0016.6939× 2.6618× 6.1414× 1.1453× 4.6259×
0.016.4633× 2.3972× 5.2463× 9.0843× 3.0421×

2210−
1710− 1610−

2110− 3410−
2710−

610−
610−
1110−

1110−
1610−
2110−

710− 710−

1610−

1210− 2010−
1310−

2610−
1310−

1010−

610− 210− 210−410−
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復号誤り率とビット誤り率の関係を対数グラフに示した． 

 

1E-34

1E-29

1E-24

1E-19

1E-14

1E-09

0.0001

0.000001 0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1

ビット誤り率p

復号誤り率

n=5 n=17 n=23 n=31 n=41

 

図１．復号誤り率とビット誤り率の関係 

 

 

次に符号化率を計算した． 

 

符号化率(Code rate) 

n
kR =  

符号化率を計算すると， 

n＝７の場合，0．5714 

n＝17 の場合，0．4705 

n＝23 の場合，0．5217 

n＝31 の場合，0．5161 

n＝41 の場合，0．4878 

となる． 
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７ 考察 

図より， 
まず，n=7 と n=23，31 を比較してみる．p=0.001 を境に n=7 と n=23，31 が交差

していることから，p>0.001 のときは n=7，p<0.001 のときは n=23，31 の方が復

号誤り率は小さい． 

n=17，41 のときは復号誤り率が極端に小さいが，符号化率が悪い．両者を比較

した場合 n=41 の方が復号誤り率が小さい上に符号化率が高いことから，よい符

号ということがわかる． 
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８ 結論 

Duadic 符号の具体的な構成法を証明することができた． プログラムにより

Duadic 符号の重さ分布を調べ，復号誤り率を計算することができた．これによ

り，Duadic 符号はビット誤り率により復号誤り率が変化するが，任意で符号長

を選ぶことによって復号誤り率，符号化率も変化する．復号誤り率と符号化率

を比較し，n=41 の符号が実験した中では比較的よい符号であることがわかった． 
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