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一般化ハミング重さと線形符号
GeneralizedHammingweightsandIineaTcodcs 

平松豊一↑

TbyokazUEⅡLAlqATSU 

LetCbealinearcode.Ｖ､KWeipnovedinl51thatthepe耐fbrmanceo｢Ｃ,whenusedonthe

wiIetapchanneIofTypell,isdetenninedbythegene『alizedHammmgweightsofC，Inthis

rCport，ｔｈｅｓｅcondgeneralizedHammnigweightso｢cycUccodesarediscussedltsmaintoolis 

thetheoJyofeupticcuTvesovernniteHelds・

KeJWoTds:ge?zeTUJizBdHBmmi”EpejglM,ａｌｉｐｔｉＣｃｍＵｅｓ,mOosZem皿刀cDdes

(並複も許して)の点の集まりｘ,これを射影システムとい
う、の研究に他ならない。このとき、Ｃのパラメータｄは

次のように表される：

ｌｌｎｔＢ･ｏｄｕ《:tion

1990年にＶ,ＫＷｅｉ([５１)によって導入された一般化ハミ

ング重さの定義から始めよう。ｐを素数とし､９＝が(了三ｌ）

とおく。９個の元からなる有限体をＦｑで表す。ＣをＦ９

上のい'上]線形符号とする。つまり、ｃはＦ９上のｍ次元

線形空間Ｆ；のｋ次元部分空間に他ならない(、三A)。さ
て、ｃの一般化ハミング重さを、Weiは次のように定義し

た。まず、Ｃのサポートを

犯一。＝max{ｌＸｎＪ小〃はＰ内の超平面}．

この形で、ｄから山に拡摂すると次のようになる。

ＤをＦ；内の了に1)次元部分空間とし．

Ｓ(、)＝{i:ﾖﾜＥ、,｡i≠O)，

ＩＤ||＝1s(Ｄ)Ｉ 

と定錐する。このとき、

Ｌ＝Ｌ(C)＝ｍin{ＩＤ||：ＤＣＣ,ｄｉｍＤ＝了｝

であったが、射影的システムの立場から

S(C)＝{iヨロー(…,｡‘,…)ＥＣ,Ｕｉ≠O｝

とし、ｃの「次元一般化ハミング璽さ。『(c)（1≦「≦ん）

を

df(C)＝ｍin{'８(､)|ｉＤはＣの７次元部分空間｝

で定義する。ここで、｜｜は有限架台の元の個敗を表す。

{四(C)：l≦γ≦ん｝をＣの璽さ階溜(hierarchy)とい

う。特に、。,(C)はＣの最小(ハミング)重さｄと一致し、

４(＝Ｌ(c))はその一般化になっている。最小重さｄが、

符号Ｃにとって最も亟要なパラメータの一つであることは

よく知られた事実である。しかし、この定義からは山が。

の自然な一般化になっていることは数字的に仲々読みとれ

ない。そこで、ここでは、。ﾃﾞのもっと自然な幾何学的衷現

を求めてみよう。そのために、まず、ｄの表現から始める。

線形空間Ｆ；は次のような自然なハミングノルムをも
つ。それは

ｓ(が)＝{i:⑩i≠o）

とするとき

ⅡＵ||＝|x(ロ)｜

で定義される。そのとき、ｄは

丸一d-max{lXnnl：11はＰ内の余次元了の射影部分空間）

と定義される。余次元１のときが。,１以上のときが。ｆと

なる。以上のように、一般化ハミングⅢさは数字的には符

号Ｃの最小璽さｄのごく自然な一般化になっているが、エ

学的にみて、。ｆが線形符号の重要なパラメータに成り得る

かどうかは、今後の課題であろう。

以下の節で、山について、その基本性質、重さ階屑等

について論じてゆく。

２BasicpropertiesofgeneralizedHaｍｍｉｎｇ 

ｗｅｉｇｈｔｓ 

一般化ハミング重さは美しい数字的榊造をもつ。ここで

は、その代表的なものをリストアップするにとどめる([5,。

。＝ｍin{llUll：｡ＥＣ,ロ≠O｝
(1)単調性:{加,k]符号ｃに対し、

’三．＜ｄ２＜…＜ｄと三ｍ
であった。さて、９元線形符号は[几,k1システムであり、そ

れはＦ･上の(た－１)次元射影空間Ｐと-1(＝Ｐ)内の冗個

が成立する。↑システム制御工学科
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d2(BCH(2,ｍ)し)＝;dl(BCH(2,m)｣）

(ｍｚ５)， 

｡ｚ(BCH(2,ｍ))＝８０ｍｚ４)， 

d3(BCH(2,ｍ))＝１０(ｍ三4)，

｡z(BCH(3,ｍ))＝１１(ｍ三4)．

(2)いた,｡l符号Ｃの検査行列を〃とする。そのとき、

Ｌ＝ｓであるための必要かつ充分な条件は次の(a)と

（b)が成立することである：

(a） 

(b） 

(c） 

(d） 

（a）〃の任意の３－１列からなる行列の階数は３－了

以上である。

（b）〃の３列からなる行列で階数が３－ｒとなるも

のがある。

(3)一般化シングルトン限界：１≦ｒ三kに対し、

Ｌ≦ｎ一k＋「

Ｒｅｍａｒｋ３ユワー２ｍ（ｍｚ４）とし、αをＦｑの原始

元とする。長さ冗＝９－１の２重誤り灯正ＢＣＨ符号

BCH(2,ｍ)は検査行列

卿臺(l;::)二鋤
が成立する。

(4)双対性:Ｃをいた]符号とし、Ｃ上をその双対符号と

する。そのとき、次が成立する。

｛｡「(c)：’三「≦ん）

＝{1,2,…,ね)－(几＋l-dMc｣)：’三「≦刀一片}．

(5)一般化グリースマ限界:「を１≦γ≦んに固定する。そ

して、［，､’ん1符号ｃで山＝ｄであったとする。その

とき、

…+=|満Ｊ１
が成立する。

をもち、次元＝９－１－２ｍで、最小重さ。＝５である

(嵩,1968)。そこでまず､§2の(5)より、次のグリースマ限

界を得る：
「－１

少ごＺ[÷｜
ｄ＝Ｏ 

これより、。z＝ｄ２(BCH(2,ｍ))ｚ８である。従って、（b）

を得るには、ｄ２≦８を示せばよいことになる(その証明は

例えば[4,.

次に、McIas符号Ｍ(9)の双対符号として得られるク

ルスターマン符号〃(9)」の一般化ハミング重さを決定し

てみよう([3D。

まず、次のことを注意する。ＣをＦ９上のに'ん1線形

符号とする。、をＣの「次元部分空間とするとき、

３GeneralizedＨａｍｍｉｎｇｗｅｉｇｈｔｓｏｆｃｙｃｌｉｃ 

ｃｏｄｅｓ 

この節では、前半で代表的な巡回符号の一般化ハミング

画さについて、既知の結果をリストアップする。また、後

半では、まず、クルスターマン符号の一般化ハミング重さ

を求め、次に新しい結果である高次元クルスターマン符号

の一般化ハミング重さ特にｄ２についての結果を報告する。

まず、いくつかの結果をリストアップする：

ｗ(Ｄ)＝lsの)’

とおいて、ｗ(、）をＤのmiさということがある。Ｃが特

にbinaryなら、

”-1趣(､)＝Ｅ"(｡）

が成立する。ここで、、(｡)はｄのハミング重さを表す。

従って、このときは、

蜂に)-声西{二…'……）
…（3.1） 

と表すことができる。

さて、Melas符号Ｍ(9)とその双対符号Ｍ(9)上の定

義から始めよう。

９＝2ｍ(ｍｚ３）とし、αをＦ･の原始元とする。長さ

ｍ＝９－，のMelas符号Ｍ(9)は検査行列

〃薑('八｡學展剛）

(1){2ｍ-1,2ｍ－ｍ-11ハミング符号Ｈ、とその双対

符号〃六に対し

Ｔ 

ｄｒ(鴎)＝E2m-i，
ｉ＝1 

.2`十二‐`－１(H､)＝2i＋エ（１≦ｉ三ｍ－１，０＜エ＜2`）

が成立する。

(2)いたlReed-Solomon符号Ｃに対し

山(c)＝犯－ｋ＋「（１ニァ二A）

が成立する。

(3)長さ２ｍ－１の原始的ｔ重誤り訂正２元ＢＣＨ符号を

BCH(C,、)で表す。このとき、次が成立する。
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で与えられる。△ＥＺが負で、△＝0,1ｍｏｄ４のときの

み（(△)≠ｏである。２次形式の還元の理鐺より、

`《△)一議{(…)…断silr鰐｝
で、内(△)を計算することができる。

をもつ２元巡回符号のことである。これは、次のように

云っても同じである：｡の最小多項式を、(ｪ）ＥＦ２[室１，

α-,の最小多項式を、_(ｪ)ＥＦ２に}とするとき、Ｍ(9）

は、(ｪ)ｍ_(工)で生成される巡回符号のことである。皿(9)

の次元は９－，－２ｍ,最小距離はｍが偶数なら３，ｍが奇

数なら５である。その双対〃(9)」は

。(.,`)=(TY(…:)露．F:）（･…｡）
なる符号語から成り立っている。ここで、，Ｙ＝TTF⑨/暁
とする。従って、Ｍ(9)上やＭ(9)はαのえらび方によら

ない。

補題３．２c(｡,b)をＭ(9)」内の重さαの符号語とする。そ

のとき、次の(1),(2)が成り立つ.

(1)Ｆ；ョβに対し、ｃ(βα,β-16)も重さｄである。

(2)Cal(F･/F2）うびに対し、ｃ(ｸ(α),ロ(6)）も重さｄで

ある。

(証明）（１）垂→βェがＦ；の砥換を与える。従って、

c(β･,β-ｌｂ)はｃ(･’６)と同値であり、重さは変わらない。

(2)Ｃａｌ(F9/F2)ヨヮは同じくＦ；の置換故弼はロの作

用で不変である:皿(c(・’６))＝⑩(c(｡(･),､(6))）

■ 

この補題より、ｃ(・’1)(ａＥＦｌｆ)の形の符号語の中に最

小重さをもつものがある。

さて、以上を踏まえて、ｄ２(んf(9)上）を決定しよう。

■ぬ前m1Tk3､２トレース符号について。

ＣをＦ９ｍ上の長さ、の線形符号とし、

ＴＹ８Ｆｑｍ－＞Ｆ９ 

lＵＵ 

Ｑ－ＴＹ(｡） 

TTF.､/F・(α)＝ＴＹ(α)＝｡＋＠．＋…＋oFm~１
とする。ｃのトレース符号ＴＩに)は

TY(C)＝{(TＴｂ,),…,Tr(γ"))ＥＦ;:(7,,…,γ")ＥＣ｝ 

で定袈されるＦｑ上の長さ,､の線形符号である。実は、Ｆ９

上の巡回符号は常にトレース符号として表せることが知ら

れている。

(1)、が偶数のとき。ｍ三４とする。、

このとき、明らかにＦｑは１の原始３乗根ｐを含む。

定理３．３疵(ｚ４)を偶数とする(このとき、ｄは偶数)。この

とき､〃(9)」の２次元部分符号で、そのすべてのnonLnvial

な符号調が最小並さをもつものがある。

(証明北(｡,1)が最小重さｄをもつ符号語であったとする。

このとき、これにＰＥＦ；をほどこしたc(“’'2)も最小
醜さｄをもつ符号語である。ｃ(α’1）と．(p□,p2)はＦ２上

１次独立だから、この２つの符号謡をｂａｓｅとしてＭ(9)上

の２次元部分符号が得られる。このとき、

ｃ(ﾛ,1)＋c(ＰＣ,P2)＝c(p2o,P）し-2＝β）

から、その和ｃ(p2a,P)も最小重さをもつ符号語である。
■ 

我々は、Ｍ(9)▲をクルスターマン符号と呼ぶことにす

る。以下で、Ｍ(9)上の２次一般化ハミング重さｄ２(Ｍ(9)｣）

を求めてみよう。

まず、Ｍ(9)上の最小重さｄについての結果(Lachaud

andWolftnann)を述べておこう。

Ｚｍｍ＝ｍin{にＺ:Z2＜49,t＝ｌｍｏｄ４｝

とおく。そのとき、

定理３．１Ｍ(9)Ｌの最小重さｄは

。＝ｑ－１＋ｔｍｉｎ
２ 

で与えられ、ｄを重さにもつ符号語は、

（9-1)ii(tAi顛一9）

個ある。ここで、ｈは類数を表す。

系ｍｅ４)を偶数とする。そのとき、

‘2Ｗ(9)」)＝:`(M(．)L）
‐:(,-1+`…） 

(証明)§２の(5)より

‘2(M(．)上に:`(M(･)坐）
である。従って、

‘,("(9)』)≦;`(M(9)」）

Ｒｅｍａｒｋ３､３ｈは次のように定鍍される。

Ｑ(ｘ,Ｙ)＝ａＸ２＋ｂＸＹ＋cY2 

を正宝値整２次形式とするとき、

h(△)＝＃{Q(X,Y):△＝b2-4°Ｃ)/SL2(Z)個個
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この条件のもとで、ｃい,1）とｃ(βﾜ(･),β-')から得られる

２次元部分符号のnontrivialなすべての元が最小重さをも

つ。よって、以下は定理３．３の系の証明のときと同搬にす

ればよい。

■ 

系Ｍ(9)」が、最小重さｄをもつ符号語c(＠,1）を含みか

つＴｒ(｡)＝Ｏが満たされているとき、

‘2(M(9)よ)=:`(M(9)｣）
が成立する。

(証明)ＴＹ(α)＝Ｏから、定理３．４の条件が容易にみたされ

る。

■ 

さて、上で与えられた条件ＴＩ(･)＝ＯをCminの条件に

訂きかえよう。

符号譜

・い')=(Tr(･露+と)雫Ｆ５）
に対し、アファイン方程式

ｌ 
ｙ２＋ツー・韮十一

エ

'二よって、Ｆ９上で定義される｢li円曲線四゜を対応させる。こ

のとき、Ｅ・上のＦ9-有理点の全体は、幾何学的仁定義された

加法で、アーペル群Ｅ･(F9)を作り、その位数が9＋l-tmin

であることが知られている。更に、次の定理が成立する：

を示せばよい。定理３．３で定義した皿(9)上の２次元部分

符号Ｄに対し、

’s(｡)'一:`("(9)坐）
を示せばよい。このことは(31）を使えばtrivialである

が、定義からでも下図を参照すれば明らかである：

：個は重なる：価は重ならない
－－－－ 
Ｏ－ｏ－－－Ｏ－ｏ－ｏ－Ｏ－－－Ｏ－Ｏ c(･’1） 

cい,pz）：。－゜－－－゜一・一゜一・一一一・一°

c(’2°,p） 一一一一一一一一一．－．－０－．－．

－－ 

．個

'sの)'=:+:+;=:‘
■ 

(､)ｍが奇数のとき。

ｍが偶数のときより駆情は複雑であるが、有限体上の

楕円曲線を利用すると、次の結果を得る。まず、

定理３．４ｃ(｡,l）をＭ(9)」内の最小Ⅲさをもつ符号譜

とする。このとき、ＴＴ(。(αルー!）＝ｏとなるようなクE

Gal(Fq/F2)があるならば

‘2W(9)坐)=:`(M(9)』）
が成立する。

(証明)ヮＥＧａｌ(Ｆ９/F2),βＥＦ９(β≠0,1)をとり、ｃ(･’1）

とｃ(βｸに),β‐'）を考える。このとき、ある７ＥＦ９(γ≠

0,1)をとって

定理3.5(GvandcrCccrandMvanderⅥugtj）

９＝２ｍとする。このとき

典(F9)が位数８の点をもつ－`IY(｡)＝Ｏ

が成立する。＿c(α,l)＋c(β＠し),β-1)＝c(γα,７－１）

となるようにしたい。以下で、上式をみたすような。とβ

をみつけよう：

系tmin＝１ｍｏｄ８(つまり、。＝Ｏｍｏｄ４)のとき、

‘,(M(9)上)=:`(M(9)｣）
が成立する。

(系の証明)t､、＝ｌｍｏｄ８とする｡ｍ≧３だから､昼.(F,）

の位数は８の倍数である。従って、位数８の部分群をも

つ。これより、Ｅ･(F9)は位敗８の点をもつことがわかる。

従って、定理３．５より

（註:21雪ｒ
７を消去して、βの２次方程式上式より、

βz＋β＝一二
。(｡）

を得る。この２次方程式が解βＥＦ９(β≠0,1）をもつた

めの必要かつ十分な条件は ＴＹ(｡)＝ｏ、

よって、定理３．４の系より結諭を得る。疵(志)-°

耐(学)-゜

■ 

1Ｇ.ｖａｎｄｅｒＣｅｅｒａｎｄＭ・vandeerVlugt：Klooster-
mansum曰ａｎｄｔｈｅ沙to面ｏｎｏ「JacobiansOMath.Ａ、、.，

200(1991),549563 

lＣｅ｡、



2002年（平成1.1年）一般化ハミング皿さと線形符号１５

参考文献

[１１Ｋ.ＣＭ 

以上は、逝常のクルスターマン符号Ｍ(9)」の一般化ハ

ミング重さ(特に、ｄＷＭ(q)上))についての結果であるが、

以下では高次元クルスターマン符号(【11)の一般化ハミング

重さについて考えてみよう。まず、高次元クルスターマン

符号を導入し、その最小重さについて既知の結果をまとめ

ておく。

１三２として、次の写像を定義する。Ｑ＝ｐｍ(ｍＺ２）

で

Ｐ!：Ｆ；－→ＦＰ－ｌ)`-’ 
Ｕ Ｕ 

ｏ－(T『いま)垂壜(障)`-1）
ここで、｡＝(｡』,…,｡‘ハエ＝(=,,…,趣1-,）に対し

Ｋ・Chine、，Ｔ･IIirama蛤u，HypcPKloosLcrmansums

andLhciTappIicationgLothecodingLIlcoryUAppli-

cablcAIgcbrainEngineering，CommunicationaJud 

Computing,volユ2(2001),ｐｐ,381-3gq

T-IIiramatsu，Ｇ・K6hlcriOnthcgene｢aIizedllaLmm-

nigwcightsorhyper-Kloostcrmancod電,submiLLed，

ＧｗＬｎｄｃｒＧｃｅ｢0Ｍ.vandcrV1ugt,GenGrnlizcdllam-

mmgweightso「MelascodesanddualMelascodcs，

SIAMJDiscMath.,VOL7,,..4(1994),554559. 

Ｇ.ｗＬｎｄｅｒＣｃｃｒ，Ｍ・vnndcTV1ugt，Ｏｎｇｅｎｅ『alizcd

HammiJDgwcightsofBCHcoｄｃｓｏＩＥＥＥ⑱nng;.ｌＴ.， 

vol40,ｎｏ､２(1994),544546. 

Ｖ-Ｋ.WbilGcncraIizcdllammingweightsfbrlinear 

cod壁,ＩＥＥＥq【tansuT.,ｖ01.37,,。､５(1991)，１４１２

(2１ 

l:１ 

!｡］ 

齢(｡,主)=TTF./F上:='+…+･1-1輻'-1+･【(ｴﾙ．.=1-1)－１).
[5１ 

このとき､像仰(F;)を』－１次元の高次ｸﾙｽﾀｰﾏﾝ符

号と呼び､｡(9)で翼す｡α(9)＝Ｍ(9)Ｌである。【≠２の

とき、Ｃｌ(9)は[(9-1)1-1,1m]線形符号である。Ｃｌ(2m)の

最小重さｄ(【,、)については､次の結果がある([,,)｡、＝2，

'三８i、＝３，［ど５ｉｍ≧４，ｌＺ６のとき、

‘(1,m)-;{(2“-1),-1-(が-,)ﾄ勘卜
そこで．ｑ(2m)の『次一般化ハミング亜さを。「(【,、)で

菱し、。(1,ｍ）とｄ２(U,、）との関係を調べてみると、我々

の結果は、加と’のある条件のもとで、

。z(。!(2麺))=:`(｡`(2,麺)）
が成立するというものである。その証明ははんざつで長く

なるので、［2]にゆずることにする。

1４１７． 


