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二元配分問題のアルゴリズム
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古林陸．，福馬敏子．

TmkａｓｈｉＫＯＢＡＹＡＳＨＩａｎｄＴｂｓｈｉｋｏＦＵＫＵＭＡ 

Givenafiniteset,thereisthedistributionproblemthatistoassignintegerstosubsetsofits 

partitionundertheconstraintsoftheirtotalandsubtbtals,wheretheobjectiveistominimizethe 
sumofdiffCrencesbetweentheassignedintegerandtheproportionrelatedtosizefbreachsubset、

Ｔｈｅｐroblemfbraone-waypartitio､ｅｄｎｎｉｔｅｓｅｔａｒｉｓｅｓｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆａｓｓigningnumbersof 
mCmhPTstoelectoraldistrictsoftheHousememberelection，ａｎｄsomealgorithmshavebeen 

pmposed．Hereoweconsideratwo-waydistributionproblemwhichistoobtainanoptimal 

distributionfbratwo･waypartitionedEniteset、ItariseswhenfbUowshipcandidatesare

partitionedbydepartmentsandreg1ons・WetransfbrmitintoacapacitatedHitchcocktype

transportatio、problem,ａｎｄｏｂｔａｉｎａｎｏptimalsolutiom．

K⑳ｌｌｊｏｎｆｓｎ,'０－Ｗの'djS"肋Mjollprobノビ、，ノリjにﾉlcocA”ｅｌ'｡｡"叩or/q"o"prob/b"z，｡(golWh"j，

はじめに1． 
(1) 

jio=ﾃル（i~''2……｡脳'）

ﾉbj＝F40-L2……｡"j） 

ルー\(o=子几’

職員選挙における定数配分のように，有限集合がいく

つかの集合に分割されているときに，それぞれの大きさ

（人数）を考慮して，各築合への配分数を決定したいこ

とがある．各集合の大きさに比例させることが合理的で

あるが，比例配分数は，整数になるとは限らないから，

配分数を決定するのが問題になる．雛員定数配分につい

ては,配分方法がいろいろ提案されているい】が,これは，

全体集合（全有権者）が－つの分割基準（選挙区)，すな

わち，一元で分割されている場合である．

ここでは，全体集合が二種類の分割基地により，二重

に分割されている場合の配分数を決定する二元配分問題

をとりあげる．これは，奨学金の受給者の応募で，学科

別，出身地域別に，受給者数を決定したいときなどに生

ずる．

まず,この問題を数理計画問題として定式化し,次に，

変数の変換により，ヒッチコック型輸送問題に変形し，

最適解を求めるアルゴリズムを提案する．

(2) 

(3) 

とする．

ここで総配分数をＳとし，Ｓ＜〃とする．

さらに，

(4) ｒ＝Ｓ/乃・（＜〃，

P,,＝'ん，Ｐｉｏ－ｒＺｏ，ＰＣ,＝'ん，
（ﾉｰﾉ.2……．〃ハノーノ,2……他） (5) 

とする．

川,ｑへの配分数を渦,とすると，条件は次のように表
される．

Ａ１｡＝ﾁﾊヵ（i=１．２……･''')，（`）

Ab,＝\Ａｌ，（ﾉｰ'2……ｗか（７）

２M｡=FxoJ=ｓ,（８） 

A・"＝[月,］ｏｒ［G']＋Ｉ

２二元配分問題

全体集合が，第一の分習'}基地により，バハバ｣，…'1,,ノ

の〃ﾉ項目に分罫1され，第二の分沓11基準により，８，，β:，

…β,,』の〃｣項目に分翻lされているものとする

』,ｆＭﾉｰﾉﾕ……．〃，、ﾉｰﾉ.2……化）の大きさを
Z,とし，

・経営工学科
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（ﾉｰﾉ,２……，ﾉｫﾊﾉｰﾉ,2……，〃2）

ＸＩＣ＝[月o］０７［EC]＋１（ﾉｰﾉ,z･…..,〃/〉

１
Ｊ
 

９
０
 

Ｉ
１
 

－
 

こり'＋Ujo＝[Bo]-亘吻]+Ｉ
ノノ

（ﾉｰﾉ,２．.…｡，〃/)，（１８）

ﾁﾞﾘﾜ+Uoj＝[らﾉ]一子[6】+’
０=ﾉ,2……,〃小（'9）

ZUio＝Ｚ［９｡]＋,,１－ｓ，（20） 

子Uoﾉｰﾁ['6ﾙｭｰ針（２１）

Ｕグー００『】

（j＝ﾉ･Z……，〃ハノーノ,２……，〃２，j＝ﾉｰｏを除く．）

（２２） 

に')を次のように定義する．

Ｇ１においては，

ｃグー１－２(ルー[６]）

（ﾉｰﾉ,2……，〃ﾊﾉｰﾉ,2……化），（23）

ＣｉＣ＝似(2(８０－[月0】)－１)(i=ﾉ,2...…,〃ﾉ），（24）

xoノーＰｂﾉ】｡’【ﾉb/]＋］（ﾉｰﾉ,2……,''2） (]!） 

ここで,、dはＸをこえない最大整数を表すものとする

次に，最小化したい目的関数を

ｎＩＪｈ ｌ８１ ｎＺ 

ｚ=,罪,圏，(x，)÷'('芽'wri0)+ﾉﾋﾞ,goﾙYo')）（１２）

とする．ここで皿は非負の定数とし，』,身への配分数

とＡ,またはZ）への配分数では以により重みを変えられ
るようにした．

gｸ(x)としては，次のように２通り考える．

G1:9,は)=|x-ら
Ｇ２： 

(13） 

…ド
(パー[けり，

(ｘ＝[け]+I）
-[G1 
0 

(j=０，ﾉ,z･…･･,〃ﾊﾉｰ0,ﾉ,2…･･･,〃出j=ﾉｰｏを除く．）．

０４） 

COノー山(2(｝bノーPbﾉ])-1)(ノーノ,2……,〃2） (25） 

Coo＝0 
Ｇ１は,式(4)(5)により計算された項目ごとの比例配分

数と実際の配分数との絶対偏差の和を最小にすることを

意味している．

Ｇ２では，ｇりをペナルティと考え，配分数が比例配分
数を超えたときは，各分割項目に対して望ましいのでｏ

とした．

Ｇ２においては

cグー￣(６－[け]）

（ﾉｰﾉ,z･…･･，〃ﾊﾉｰﾉ,2..….，岨），

c,O＝月０－[８｡］（j=ﾉ,2……,",）

(〕bﾉｰﾉbノー[ﾉbﾉ］（ﾉｰﾉ,2……,,,:）

Coo＝０． 

(26） 

(27） 

ユヒッチコック型輸送問題への変形

前車で定式化した二元配分問題を、最小費用流問題の一

種である容量制限付きヒソチコソク型輸送問題【'叩〕に変形す

る．

変数を次のようにおきかえる．

(28） 

このとき，二元配分問題は，（18)(],).(20).(21).(22)の

もとで，目的関数
Uﾘｰﾊﾞﾘｰ[6］ 

（j=A2……，〃ﾉ，ノーノ,2……．ｌ'九

１
１
 

５
６
 

１
ｌ
 

ｌ
Ｉ
 

Ｊ１ＩＪｊｚ 

ｚ`－，ﾖﾉ吾｡c`Uリーｚ－Ａ
(29） Ujo＝[月o]＋１－`Yjo（ﾉｰﾉ･Z……･〃川

(１７） Uoノー[ﾉbﾉ]＋ｌ－Ａｂノ（ﾉｰﾉ.2……，’７２)，

ＵＯＯ＝0 
を最小にすることになるここで，Ａは定数である．

式(18).(19).(20)(21)の係数行列はユニモデユラー行列

であるので，式(22)は次式のようにおきかえることがで

きる．
とおく．

条件(6),(7),(8),(9)(10)111）は次のようになる． O≦【ノリ≦Ｉ（ﾉｰ０，/･2……・〃ﾉ,ﾉｰO･ﾉ,2……，〃｣）
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（30） 

(U，＝ｏまたはＩを満たす解の中に最適解が存在す
る.）

したがって，二元配分問題は容避制限つきヒッチコック

型輸送問題となる．

以＝Ｉとおいたとき，最適解リグを表4.5に示す．
このときの詮は-4.00である．

表4.5浬＝lのときのＵ１，

J、ノ１２３４５０計４．実行例

〃'-3,"’=5である問題を考える.(ん)を表4.1に示す．
ここで総数Ｓは５０とする．
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２
３
０
 

０
０
０
－
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１ 

１
１
０
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０
０
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０
１
０
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０
１
１
０
 

２
３
３
２
 表4.1〃

ｉ、ノ１２３４５計 計 ３２ １２１０ 

１
２
３
 

２
４
８
 

４
２
４
 

８
６
９
 

３
６
５
 

６５ 

３２ 

１６１ 

９
６
４
 

２
３
８
 

４１ 

１４７ 

１２８ 

215 

305 

４８０ 

式(15),(16),(17)により求めたG功)を表4.6に示す.表中

で下線の部分は〃を切り上げたことを示している.この
とき，Ａ＝10であるので，Ｚ＝６となる．計’'４１６３１４９２５８３１６１０００

表4.6似＝lのときのkiノ

ｉ、ノ１２３４５計

(P〃)および([PqJ)は表4.2と表4.3のようになる．

表４.ＺＰｉｉ

ｉ、ノ１２３４５計

１
２
３
 

２
１
２
 

２
’
３
３
 

Ｚ
ｌ
２
ｌ
４
 

３
２
’
８
 

２
７
７
 

Ⅲ
｜
応
醐

１
２
３
 

2.10 

1.20 

2.40 

1.,0 

3.30 

2.,5 

2.05 

7.35 

6.40 

1.45 

1.80 

4.20 

3.25 

1.60 

8.05 

10.75 

】5.25

24.00 

計５８８１３１６５０

● 

計5.708.157.4512.9015.8050.00 同様に，

4.8に示す．

"＝２とおいた場合の(U")と(ｊＭｊを表4.7と表

表4.3［剛

２３４５計ｉ、ノ
表4.7〃=zのときのＵｂ

ｌ２３４５０計
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３
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０
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０
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０
１
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０ 
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１ 
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計５８７１２１５ ０
０
０
 0 

＜Ｇ１を用いたときの結果＞

式(23)(24),(25)から計算した(Cii)を表4.4に示す．
計 ２１０ ３２ 

表4.4９

２３４５０＊ 

表4.8ﾛｰZのときのxiノ

ィ、ノ１２３４５計ｉ、ノ

１
２
３
炉

0.80 

0.60 

0.20 

0.40 

-0.80 

040 

.0.90 

-0.70 

0.10 

-0.60 

0.60 

-0,10 

0.50 

-0.20 

0.90 

080 

（
Ｕ
（
Ｕ
（
Ｕ
〈
Ｕ

ｏ
グ
『
』
ワ
』
〆
０

０
０
０
０
 

0.50 

.0.50 

-1.00 

0.0０ 

句
少
？
皇
へ
ひ

２
７
７
 

Ⅱ
｜
応
型

１
つ
』
３

３ 

２
’
３
３
 

ワ
ニ
’
４
口

２ 

計且８７旦埋５０

ただし,０．は似＝ｌのときの(Q,)，（Ｑｊの値を示す．
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ＩＦＯのときの（乃）は，似＝ｌのときと一致した．ま

た，似＝３，４，５のときのＣＷ'）は，以＝２のときと一
致した．

＜Ｇ２を用いたときの結果＞

式(26),(27),(28)から計算した係数(C〃)を表４．９に示す．

表４９匹＝]のときの９

２３４５０＊ ｊ、ノ

-0.】Ｏ

-0.20 

-0.40 

070 

､0.90 

.0.30 

-0.,5 

０．１５ 

-0.45 

-0.80 

-0.20 

0.45 

-0.25 

-060 

-0.05 

０．９０ 

-005 

-0.35 

-0.40 

０８０ 

ｑ75 

0.25 

0.00 

000 

２
３
炉

ただし,０＊は似＝Ｉのときの(ci｡),(ｑ》の値を示した
ものである．

且＝１，２，３，４，５としたときの解を求めたところ，Ｇ１の

解と同じであった．

５．おわりに

取り上げた例では，邸の値を変えても，１以下と２以

上で配分数が変わるだけであった．一般に，似の値を変

えても，分岐点（配分数が変わる且の値）はあまり多く

ならないであろう．似を大きくすると，“｡)，（xlﾘ)はそ

れぞれ（Pj｡)，（P⑭）の小数部分の大きいほうから切り上
げるときの値に一致するようになる．目的関数として，

配分者側が小さくしたい「誤差」と被配分者側が小さく

したい「ペナルティｊを考えたが，ほとんどの場合，結

果が変わらないと思われる．

ここでは，配分数として，比例配分数の両側の整数し

か認めないことにしたが，目的関数として，Ｇ１，Ｇ２

を用いるのであれば，範囲を広げても，目的関数を折線

状の分離形凸関数にできるから，同様に最適解を求める

ことができるい】
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