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最大利益根付木問題のアルゴリズム
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１．はじめに

ケープルテレピのように,センターと利用者をケーブルなど

で連結することにより提供できるサービスがある.それらを連結

するにはコストがかかる.すべての利用者にサービスを提供し

なければならない場合には,コストの股小化を目的にすればよ

いので,最小極大木(minimumspanningtrec)問題になる[2]が，

その必要がない場合は,利用者から得る収入と連結するため

のコストを比べて,連結するところを決めればよい.これは,セ

ンターを根とする木の中で利益を最大にするものを求める最

大利益根付木問題になる[3lその近似最適解を求めるア

ルゴリズムとして,古林等[3]は,各点に木を付随させて，

それらを連結していくことを繰り返していく付随木連結

法を提案し，阿部等[l]が改良しているが，計算量の点か

らあまり望ましいものではないそこで，最大重み経路

を求めることを繰り返して近似最適解を得ることによっ

て，計算鎧を減少させるアルゴリズムー最大重み経路法

を提案し，両者を比較する．

を最大にするものを求めるのが最大利益根付木問題

である．ここで,木の枝に根の近い方から違い方へ向

きをつけることによって得られる有向枝の集合を

ATdとすると，

z＝Ｚ（６－c'） 
（j,ﾉ)EA” 

となる．

３．付随木連結法

アルゴリズムの概要は，次のとおりである．

各点ｊに，それを根とする木（Si,７１）を付随させる．最

初は，それぞれの点だけとする．また，付随木の利益は，

Ｚ＝ＺＢｉ－Ｚ 
ｈＥＳｌ（gjIIEZ 

chh 

とする.枝ｗ}を２本の有向枝(ｊｊ)とりj)に分け，（jj)の重

みを二ｊ－ｑｊとする．

手順ＬＳＩ=(i)，囚=の，ｚｉ＝Ｐ､(iEAO，

（｡＝((ij)’（iJ)Ｅ４ﾉ≠1)とする．

手順２．Ａ`の中で。可-Ｇｊを最大にする(i,/)を求める．

ヨーClj≦Ｏであれば手順５ヘノESIであれば，手,頂４
へ

手順３．すべてのｈＥＳｉに対して，枝(j剛/)を加えることによ

って,点ｈの付随木に点ノの付随木を連結させる．ただ

し，これによって，閉路ができるときは，点ノの付随木

の一部を除くことにする．

手順４．A‘から(ij)を除き，４㎡が｡でなければ手順２に

２．最大利益根付木問題

点の築合をﾉvb無向枝の集合を」とする無向連結グラフ

Ｏ=OVlA)が与えられている．点Ｉをセンターとし，点ｊの

収入をPi(ハーo),点ｉと点ノを結ぶ枝(i､/)のコストをｑｊ(ｑｊ

＝GPO)とする．
このとき，点Ｉを根とする木Ｇ７＝(Ⅳハバゴの中で，利益

Ｚ＝ＺＢ－ＺＣｙ 
にⅣ7（ﾊﾉ)Eﾊﾞア
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もどり，のであれば手順５へ．

手順５．ノｖｔ＝Ｓ,とする．元のグラフｃで枝Ｗ}の長さを

ｑｊとして，ノVTを張る最小木を求めて，それをＧＴ＝(ﾉＶｍ

ＡＴ)とする．

みの和が負である枝を除く゛

点Ｉとつながっている点の梨合をﾉVWTとし，

Ⅳ７＝Ｚｓｉ 
ｊＥⅣ” 

とする．

手順5．元のグラフＧで枝(ｖ)の長さをＧｊとして，Ａﾉﾔを
張る最小木を求めて,それを０丁＝ＷＴ'４T)とする.

［正の重みの朗路が存在しないことの肛明］

任意の閉路をＬとし,Ｌに含まれる点の集合をA/L，向き

も付けた枝の築合をＡＬ，並みをｗ仏)とする．

峠ｑｉである(ij)Ｅ４Ｌが存在すれば，wij=－．゜より，
ｗ(L)＝－．・・

すぺての(V)ＥＡＬに対してＰｌ≦ｑｊであれば，

ｗ(L)≦Ｚ(B-qj)=ＺＰＩ－Ｚｑ=Ｅ(Ｐｉ－Ｑ)≦Ｏ 
（証明終）

４．最大重み経路法

最大函み経路法は，５段階（手順）に分かれている．最

大重み経路（それに含まれる枝の重みの和を最大にする

経路）を求めることを核とするが，予め最大重み経路が

存在するように，すなわち。正の重みの閉路が存在しな

いようにしておく必要がある．手順１，２は，そのための

ものである．手順３，４で，ノV丁が定まるが，それまでに得

られた（Tは,最小のコストでﾉVTを張っているとは限らな

いので,手順５で,ﾉｖｆを張る最小木を求めることにする．

手順1．Ｐｉ≧Ｇｊかつ月≧Gjである点jと点/が存在すれば，

それらを併合する．Ｐの値をＰｉ+B-qjとし，点ｉとの

間にも点ノとの間にも枝が存在する点に対しては，コ

ストが大きい方の枝を除く．

併合後のグラフをＧｗ=(ﾊﾑ釘,Aw)とし,点'（jEﾉVh）に

併合されている点の典合(iを含む)をslとする．（s,=(1)

である．）

手順２．校(iJ)(渡りの両方向の重みを決定する．

ｊからノヘの向きの重みを喝=Pi-qj,ノからｉへの向き

の重みを聯=Pl-ciとする．

ただし，ｊ=１またはWij>Ｏであれば，Wji＝－ＣＯとし，Wji>０

であれば，ｗｉ＝－°Ｃとする．

手順３．ノVM=(1)とする．

ノVho＝ﾉVh-ﾉV胸,,が空になるまで，以下の(3.1)から(3.4）

を繰り返す．

(3.1)｣VWIの大きさが２以上のときは，ノＶＭの２点間を結ぶ

枝に対しては，重みはすべてｏであるとする．

ノVＭ（のいずれかの点）から各点ノ（ノＥﾉVW｡)への最大

重み経路を求め，その重みを１ｹとする．

(3.2）Ⅱを最大にするノ（の一つ）をﾉ､画，点ﾉ､ｍへの経

路をル…ﾉﾘ嚇痙に含まれていて,ﾉＶＭに含まれない点の
集合をﾉvWRとする．

(3.3）ノＶＭにﾉVWRを加える．

(3.4）にﾉVwR,ノＥﾉV<燭０－ﾉVWRである枝Ｗ)が存在すれば，

町=－．゜とし，ｗｉ=－．゜であればwij=Pj-Gj(<o)とする．

５．最大重み経路法の実行例

図ｌにグラフの例を示す．手順’で，点９は，点８に

併合され，さらに，点’1が併合されるので，

ノVW=(1,2,3,4,5,6,7,8,10,12)，

ｓｈ=(8,9,11） 

となる．

手順３で求められたﾉｖＷを張る木を図２に示す．手順４

で，点6,7,10,12が除かれるので，

ノVWT＝(1,2,3,4,5,8)，

ノVT＝(】,2,3,4,5,8,9,11）

となる．

手順５で求められた，Ⅳ丁を張る最小木を図３に示す．

z＝ｚＢ－ｚｑ/ 
にⅣ丁（ﾊﾉ)EAT

＝１５５－ｌＩＯ＝４５ 

となった．

最大函み経路Ｒ,…をすべてつなぐことによってＡ/Ｗを
張る木が得られる．

手順４．手順３で求めたﾉＶＷを張る木から利益を減少させ

る枝を“切り落とす”、

その重みと（根の方から見て）それより先の枝の髄
点に付した数値は収入,枝に付した数値は＝ストを示す．

図ｌグラフの例
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表１０１における目的関数値の比較

回数(力z(％

－５～0 

0 

0～５ 

５～ｌＯ 

ＩＯ～1５ 

Ｍ
２
ｍ
Ｍ
３
 

肝 100 

平均２．９

最大１３．０

傘=(Z1.2h)／Ｚ1.Ｚ':付随木桔合法,通:最大亜み経路法図２ＭA/を張る木

(2)Ｇ１における計算時間の比較

Ｇ１で〃を５０から３００まで変化させて，計算時間【を測

定した．１００回の平均を表Zに示す．〃と『の両方の対数

をとって，直線をあてはめた結果，

付随木連結法n＝0.0323"288(JLIsec）

最大重み経路法吃＝01260"'80仏SCC）を得た．

表zGlにおける平均計算時間(mscc）

『 ’ nｍ 

９８ 

１４１ 

２０７ 

316 

432 

648 

2.667 

6.632 

１８．４９７ 

58.273 

143.651 

456981 

0.149 

0.263 

0.490 

0982 

1.709 

3.807 

０
０
０
０
０
０
 

５
７
０
５
０
０
 

１
１
２
３
 

図３ノVTを張る最小木

６．数値実験の結果

いろいろなグラフで，ＰとＣに一様乱数を与えて数値

実験を行い，目的関数値および計算時間の比較を行った．

グラフとしては，吹の３種類を用いた．

Ｇ１：阿部,市川[3]が採用したグラフ

点の数ｍは300まで任意に設定できる．

Ｇ２：一辺の点の数が奇数である正方形の格子グラフでセ

ンターを中央に函いたグラフ

Ｇ３：Ｇ２でセンターを角に趾いたグラフ

Ｐには,後に示す(5)を除いて,Ｉから８０までの一様乱

数,Ｃにはｌから100までの一様乱数を与えることにした．

また,いずれの場合も両方のアルゴリズムで解くこと

を１００回繰り返した．使用した計算機はdynabook

PAEXl52ZPDETWである．

以下では，付随木連結法，最大重み経路法をそれぞれ

番号１，２で区別する．また，最大重み経路法の目的間数

値(zz)の付随木連結法のそれに,)に対する減少率（zI-z2）ＺｚＩ

を士，計算時間をｊで表す．

(1)ＧＩにおける目的関数値の比較

点の数を〃=100（枝の数ｍ=207）としたときの傘の分

布を表ｌに示す．

ＩI:付随木連結法,ｈ;最大魅み経路法

(3)グラフの形状による違い・

Ｇ２で〃＝121（枝の数ｍ=220）としたときの企の分布

を表３に示す．また，〃を４９から２８９まで変化させたと

きの『を表４に示す．これより，

付随木連結法’,＝0.0364"ｚｍ(且ＳＣＣ）

最大重み経路法（2＝0.1067"184仏ＳＣＣ）を得た．

グラフの形状による違いは，ほとんど見られなかった．

(4)センターの位世による違い

０２，Ｇ３で“の平均と平均計算時間を比較した．結果

を表５に示す．最大重み経路法は，センターが中央にあ

る場合に多少よい解が得られるという傾向が見られるが，

ほとんど違いはなかった．

(5)Ｐの分布による違い

Ｇ１でＰの分布の最大値Ｐｍｍを８０から５０まで変化さ

せたときの傘の平均と平均計算時間を比較した.結果を

表６に示す．ｐｍｍが小さくなるに従って，ＩIが'1､さくな

るのは，各点の付随木の大きさ（点の数）が小さくなる

からと思われる．逆に，『zが大きくなるのは，手順１で点
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の併合が少なくなり，手順３で計算するときの点の数〃ｗ

が大きくなるからと考えられる． 表６Ｆの分布による変化

＿ｐｍｚｘ【’
５０１５．９６３ 

６０１７．６９６ 

７０１８．３８７ 

８０１８．４９７ 

０
４
７
９
 

●
Ｃ
Ｏ
Ｂ
 

４
２
３
２
 

６
６
０
３
 

５
４
４
３
 

53,53 

63,64 

68,71 

74,76 

0.743 

0.603 

0.522 

0.490 

表３Ｇ２における目的関数(直の比較

回数(ｶﾛz(％） Ｉ
Ｄ
Ｉ
鍋
”
２

－１０～－５ 

．５～０ 

０ 

０～５ 

５～１０ 

１０～1５ 

"I：ＮＴの大きさ（前が付随木連結法）,〃ｗ：最大重み経路法の
手順】で残った点の数，いずれも，00回の平均．

７．おわりに

最大重み経路法を用いることによって，目的関数の値

は，多少悪くなることがあるが，計算丘は，大幅に減少

した．今後の課題としては，点の結合後のＰの再計算な

どによって，最適解に近づける(目的関数の値を良くする）

ことが考えられる．

100 計

平均３．７

最大１１．７

｡》z=(Zl-ZD／ＺＩ,ＺＩ:付随木結合法,塗:最大遁み経路法

表４０２における平均計算時間(msec）
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420 

544 

９
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８
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1,:付随木連結法,『２８最大亜み経路法

表５センターの位極による違い

G3(角）G2(中央）

、［

3.9 

4.0 

26.8460.678 

159.7812.286 

3.7 

3.8 

26.7260.699 

159.1462.338 

1２１ 

２２５ 

いずれも100回の平均．


