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概要
本論文では確率ポートフォリオ理論に基づき，ポートフォリオの構築を行う．確率ポートフォリオ

理論はパラメータの推定を必要とせず，実際の市場で観測されるデータからポートフォリオを構築

することが可能である．また，数理ファイナンスの基本定理である無裁定仮説を立てずに理論を展

開し，ある条件の下で裁定機会の存在を証明することが可能である．この理論を用いて日本株式市

場において「ＰＢＲ効果」と呼ばれるアノマリーを着目してポートフォリオを構築する．漸近的裁

定ポートフォリオの存在を証明すると共に「サイズ効果」加えたポートフォリオを提案する。



Abstract
In this thesis a portfolio strategy in proposed based on the stochastic portfolio theory.The stochas-
tic portfolio theory does not require the estimation of the parameters, but it can construct a
portfolio directly from data observed in actual market.Moreover, the theory can produce asymp-
totic arbitrage without hypotheses that is assumed in basic theorems of the mathematical finance,
that is, absence existence of the arbitrage opportunity.We study ”Effect of Price Book-value Ra-
tio (PBR)” in Japanese stock market.The PBR is the typical market anomaly constructed.We
propose the portfolio strategy that proves of the asymptotic arbitrage portfolio.
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1 緒論

ポートフォリオ理論はMarkowitz によって提唱されて以来，飛躍的な発展を遂げた．その応用と
してCAPMなどはコーポレートファイナンスにおいて重要な地位を占めるようになり，Markowitz
によるポートフォリオ理論は近代ポートフォリオ理論と呼ばれるまでになった．しかし，近代ポー

トフォリオ理論は，期待収益率や分散など膨大な量のパラメータの推定を必要とし，実際のポート

フォリオ運用には耐えがたい．

本論文で扱う確率ポートフォリオ理論は米国運用会社 INTECHの最高投資責任者であるFernholz
によって提案された投資理論である．実際，INTECH では，この理論に基づいてポートフォリオ
の構築，運用が行われている．確率ポートフォリオ理論は現代ポートフォリオ理論のような膨大な

数の統計量や計算量を必要とせず，実際に観測され得る市場データからポートフォリオを構築する

ことが可能である．また，数理ファイナンスの基本定理となる裁定の有無，市場均衡の有無，同値

マルチンゲール測度の存在に関わらず理論を展開でき，ある条件の下で裁定機会の存在を証明する

ことができる．

本論文では，確率ポートフォリオ理論に基づき，日本株式市場においてアノマリーと呼ばれる

「サイズ効果」と「PBR効果」を用いてポートフォリオを構築し漸近的裁定機会の存在を証明する．
さらに「サイズ効果」と「PBR効果」を複合した生成関数を用いてポートフォリオを構築し，各
ポートフォリオの比較分析を行う．
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2 確率ポートフォリオ理論

本章では，市場に仮説を設け株価とポートフォリオのモデルにを定義する．次にポートフォリオ

のパフォーマンスを評価するにあたり，市場ポートフォリオとの相対収益率を定義する．さらに，

ポートフォリオの運用を行う上で，ポートフォリオの長期的動向が何に起因するかを明らかにする．

2.1 株価とポートフォリオ

まず，市場における株式数は有限で固定されており，総数は一定であるとし，企業は合併や倒産

をしないと仮定する．さらに，取引では手数料や税金が課せられず，配当は支払われないものと

する.
今後，株価過程およびポートフォリオは確率空間 (Ω,F , P )上に定義された確率過程に従うとす
る．ここでの株価とは実際の市場での時価総額を指している．株価過程をX とし，株価モデルを

定義する．

Definition 2.1. n を正の整数とする．株価過程 X は次の確率微分方程式を満足する．

d log X(t) = γ(t)dt +
n∑

ν=1

ξν(t)dWν(t) (2.1)

(W1, . . . ,Wn) はブラウン運動，γ(t)，ξν(t) は可測で適合した過程であり，次の条件を満たして
いる．

1.
∫ T

0
|γ(t)|dt < ∞, T ∈ [0,∞), a.s.

2.
∫ T

0

(
ξ2
1(t) + · · · + ξ2

n(t)
)
dt < ∞, T ∈ [0,∞), a.s.

3. lim
t→∞

t−1
(
ξ2
1(t) + · · · + ξ2

n(t)
)
log log t = 0, a.s.

4. ξ2
1(t) + · · · + ξ2

n(t) > 0, t ∈ [0,∞), a.s.

γ は成長率，ξν はボラティリティと呼ばれる．ξν はWν に対する敏感さを表す値である．この

定義より，株式X の瞬間的な収益率を表現することが可能となる．

Corollary 2.2. 株価過程を X とすると，

dX(t)
X(t)

= α(t)dt +
n∑

ν=1

ξν(t)dWν(t) (2.2)

となる．ただし，

α(t) = γ(t) +
1
2

n∑
ν=1

ξ2
ν(t)

とする．

Proof. X(t) = exp
(
log X(t)

)
に伊藤の公式を適用すると，

dX(t) = X(t)d log X(t) +
1
2
X(t)d⟨log X⟩t

= X(t)d log X(t) +
1
2
X(t)

n∑
ν=1

ξ2
ν(t)dt
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となる．ただし log X の二次変分過程は，

d⟨log X⟩t =
n∑

ν=1

ξ2
ν(t)dt

となる．(2.1)より，

dX(t) = X(t)
(

γ(t)dt +
n∑

ν=1

ξν(t)dWν(t)
)

+
1
2
X(t)

n∑
ν=1

ξ2
ν(t)dt

=
(

γ(t) +
1
2

n∑
ν=1

ξ2
ν(t)

)
X(t)dt + X(t)

n∑
ν=1

ξν(t)dWν(t) (2.3)

収益率過程として α を，

α(t) = γ(t) +
1
2

n∑
ν=1

ξ2
ν(t)

と定義すると (2.3) は，

dX(t) = α(t)X(t)dt + X(t)
n∑

ν=1

ξν(t)dWν(t)

と表される．よって，
dX(t)
X(t)

= α(t)dt +
n∑

ν=1

ξν(t)dWν(t)

となる． ¤
これまで単一株式について考察してきたが，複数の株式 Xi, i = 1, . . . , nに拡張する．式 (2.1)
より，

d log Xi(t) = γi(t)dt +
n∑

i,ν=1

ξiν(t)dWν(t) (2.4)

と定義できる．log Xi と log Xj の交差変分過程を次式のように定義する．

σij(t)dt = d⟨log Xi, log Xj⟩t =
n∑

ν=1

ξiν(t)ξjν(t)dt

これより，

αi(t) = γi(t) +
1
2
σii(t)

となる．また，(2.4)を積分すると，

Xi(t) = Xi(0) exp
(∫ t

0

γi(s)ds +
∫ t

0

n∑
ν=1

ξiνdWν(s)
)

(2.5)

である．このように定義された株式Xi によって市場を構築していく．

Definition 2.3. 市場は (2.5)で定義された株式の集合M = {X1, . . . , Xn}であり，σ(t)は正則で
あるとする．次式を満たす ε > 0が存在するとき，市場Mは非退化とする．

xσ(t)xT ≥ ε||x||2, x ∈ Rn, t ∈ [0,∞) (2.6)

また，次式を満たすM > 0が存在するとき，市場Mの分散は有界である．

xσ(t)xT ≤ M ||x||2, x ∈ Rn, t ∈ [0,∞) (2.7)
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Lemma 2.4. 市場共分散過程 σに対して，σ(t)は t ∈ [0,∞)に対して正値である．

Proof. 共分散過程 σは σ(t) = ξ(t)ξT (t)と定義されたことから，

xσ(t)xT = xξ(t)ξT (t)xT = xξ(t)
(
xξ(t)

)T ≥ 0

となり σ(t)は半正値である．行列が半正値であるとき，その固有値はすべて非負である．また，
Definition 2.3より σ(t)は正則であり，そのとき行列は 0を固有値として持たない．したがって，
σ(t)の固有値はすべて正であり σ(t)は正値である． ¤

以上でMは定義された．このM上にポートフォリオを定義し，ポートフォリオの価値過程に

ついて考察をしていく．

Definition 2.5. 市場 Mにおいてポートフォリオは [0,∞)上に値をとる可測で適合なベクトル
値過程 π(t) =

(
π1(t), . . . , πn(t)

)
であり，次式を満足する．

π1(t) + · · · + πn(t) = 1

定義されたポートフォリオ πは，ポートフォリオの価値における株式の比率である．つまり，株

式Xiが，あるポートフォリオ Zπ 中に占める割合が πiである．これより，ポートフォリオの価値

過程を定義し，ポートフォリオの対数モデルを導く．

Definition 2.6. ポートフォリオを πとし，時刻 tにおけるポートフォリオの価値を Zπ(t) > 0と
するとき Zπ(t)は次の確率微分方程式に従うとする．

dZπ(t)
Zπ(t)

=
n∑

i=1

πi(t)
dXi(t)
Xi(t)

(2.8)

Proposition 2.7. 市場Mにおいてポートフォリオを πとするとき，過程 Zπ は次式を満たす．

d log Zπ(t) = γπ(t)dt +
n∑

i,ν=1

πi(t)ξiν(t)dWν(t) (2.9)

ただし，

γπ(t) =
n∑

i=1

πi(t)γi(t) +
1
2

( n∑
i=1

πi(t)σii(t) −
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)
)

とする．

Proof. Zπ(t) = exp
(
log Zπ(t)

)
に伊藤の公式を適用すると，

dZπ(t) = Zπ(t)d log Zπ(t) +
1
2
Zπ(t)d⟨log Zπ⟩t

= Zπ(t)d log Zπ(t) +
1
2
Zπ(t)

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)dt

となるから，

d log Zπ(t) =
dZπ(t)
Zπ(t)

− 1
2

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)dt
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と書ける．ここで (2.3)と (2.8)より，

d log Zπ(t) =
n∑

i=1

πi(t)
dXi(t)
Xi(t)

− 1
2

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)dt

=
n∑

i=1

πi(t)γi(t)dt +
1
2

n∑
i=1

πi(t)σii(t)dt

− 1
2

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)dt +
n∑

i,ν=1

πi(t)ξiν(t)dWν(t)

となる．ここでポートフォリオの成長率過程 γπ を次のように定義すると (2.9)が導かれる．

γπ(t) =
n∑

i=1

πi(t)γi(t) +
1
2

( n∑
i=1

πi(t)σii(t) −
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)
)

¤
以下の式を超過成長率として定義する．

γ∗
π(t) =

1
2

( n∑
i=1

πi(t)σii(t) −
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)
)

(2.10)

ポートフォリオの分散過程 σππ を，

σππ(t) =
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)

と定義すると式 (2.10)は，

γ∗
π(t) =

1
2

( n∑
i=1

πi(t)σii(t) − σππ(t)
)

(2.11)

となる．以上より成長率 γπ は，

γπ(t) =
n∑

i=1

πi(t)γi(t) + γ∗
π(t) (2.12)

となり，各株式の成長率の加重平均とポートフォリオの超過成長率の和で表現可能である．

Corollary 2.8. ポートフォリオ πの価値過程を Zπ とするとき，

d log Zπ(t) =
n∑

i=1

πi(t)d log Xi(t) + γ∗
π(t)dt (2.13)

となる．

Proof. 式 (2.1)より次式のようになる．
n∑

i=1

πi(t)d log Xi(t) =
n∑

i=1

πi(t)γi(t)dt +
n∑

i,ν=1

πi(t)ξiν(t)dWν(t) (2.14)

(2.9)は (2.12)により，

d log Zπ(t) =
n∑

i=1

πi(t)γi(t)dt + γ∗
π(t)dt +

∑
i,ν=1

πi(t)ξiν(t)dWν(t)

となり，(2.14)より (2.13)は導かれる． ¤
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2.2 相対収益率と市場ポートフォリオ

株式ポートフォリオのパフォーマンス評価を行う上で対象とするベンチマークを市場全体を表

す TOPIXや日経平均とすることが一般的である．本論文ではベンチマークとして株式市場全体の
時価総額比率から求められる市場ポートフォリオ（時価総額加重平均）を用いる．本節では，市場

ポートフォリオに対する株式ポートフォリオの相対収益率を定義する．

Definition 2.9. ポートフォリオ ηに対する株式Xi の相対収益率過程を以下の式で定義する．

log
(
Xi(t)/Zη(t)

)
(2.15)

相対収益率過程は，

⟨log(Xi/Zη), log(Xj/Zη)⟩t =⟨log Xi, log Xj⟩t − ⟨log Xi, log Zη⟩t
− ⟨log Xj , log Zη⟩t + ⟨log Zη⟩t (2.16)

となるような連続セミマルチンゲールである．

Definition 2.9のように定義したとき，この相対過程の分散および共分散構造を考察する．σiη 過

程を以下の式で定義する．

σiη(t) =
n∑

j=1

ηj(t)σij(t)

そのとき，

d⟨log Xi, log Zη⟩t = σiη(t)dt

となり，相対共分散過程 τη は行列価値過程であり

τη(t) =
(
τη
ij(t)

)
各要素は，σηη = η(t)σ(t)ηT (t)として次式で表せる．

τη
ij(t) = σij(t) − σiη(t) − σjη(t) + σηη(t) (2.17)

このとき，

d⟨log(Xi/Zη), log(Xj/Zη)⟩t = τη
ij(t)dt (2.18)

となる．そして

d⟨log(Xi/Zη)⟩t = τη
ii(t)dt

⟨log(Xi/Zη)⟩t は非減少より
τη
ii(t) ≥ 0 (2.19)

となる．つまり，相対過程であっても分散は非負の値をとることを意味している．

次に数学的に重要な補題を証明する．この補題は今後多くの命題などで利用されることとなる．

Lemma 2.10. ポートフォリオ ηに対して，τη(t)は半正値でランクが n − 1である．また，η(t)
は τη(t)の零空間を張る．
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Proof. n次元行ベクトル 1 = (1, . . . , 1)を導入すると行列 τη は次のように表せる．

τη(t) = σ(t) − σ(t)ηT (t)1 − 1T η(t)σ(t) + 1T η(t)σ(t)ηT (t)1 (2.20)

(2.20)式の左右から xを乗じると次式のように 2次形式で表現できる．

xτη(t)xT = xσ(t)xT − 2xσ(t)ηT (t)
n∑

i=1

xi + η(t)σ(t)ηT (t)
( n∑

i=1

xi

)2

(2.21)

ここで，第一に
∑n

i=1 xi = 0と仮定すると，σ(t)は正値であるので，式 (2.21)は以下のようになる．

xτη(t)xT = xσ(t)xT > 0

次に
n∑

i=1

xi = a ̸= 0

と仮定し，y = a−1xとすると，

xτη(t)xT = a2yτη(t)yT

なので，yτη(t)yT を考えれば十分である．
∑n

i=1 yi = 1だから (2.21)は，

yτη(t)yT = yσ(t)yT − 2yσ(t)ηT (t) + η(t)σ(t)ηT (t)

=
(
y − η(t)

)
σ(t)

(
y − η(t)

)T (2.22)

= 0 (2.23)

となる．Lemma 2.4より σ(t)は任意の 0でない xに対して正値であるので，(2.23)を満たすのは
y = η(t)のときかつその場合に限る．よって，x = aη(t)であるので，

ηT (t)1ηT (t) = ηT (t)

となることから，(2.20)より，

τη(t)ηT (t) = σ(t)ηT (t) − σ(t)ηT (t)1ηT (t) − 1T η(t)σ(t)ηT (t) + 1T η(t)σ(t)ηT (t)1ηT (t)

= σ(t)ηT (t) − σ(t)ηT (t) − 1T η(t)σ(t)ηT (t) + 1T η(t)σ(t)ηT (t)

= 0

ゆえに，τη(t)の零空間は η(t)で張られ，τη(t)のランクは n − 1である． ¤

ここまでは単一株式の相対過程を議論してきたが，ポートフォリオの相対過程に拡張する．ηに

対する πの相対分散過程を以下の式で定義すると，

τη
ππ(t) = π(t)τη(t)πT (t) (2.24)

となる．式 (2.22)と同様に計算すると，

π(t)τη(t)πT (t) =
(
π(t) − η(t)

)
σ(t)

(
π(t) − η(t)

)T

= η(t)τπ(t)τT (t) (2.25)

よって，

τη
ππ = τπ

ηη
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となる．Lemma 2.10より，二つのポートフォリオが等しいときかつその場合に限り，二つのポー
トフォリオの相対分散は 0である．
次に市場全体における株式のウェイトである，市場ウェイトを定義する．この概念は今後重要な

役割を果たすことになる．

Definition 2.11. 市場ポートフォリオを µとして次式で定義する．

µi(t) =
Xi(t)

X1(t) + · · · + Xn(t)
(2.26)

このとき µi は市場ウェイトと呼ばれる．

市場ポートフォリオの価値過程 Zµ を

Zµ(t) = X1(t) + · · · + Xn(t) (2.27)

とする．このとき (2.26)で与えられる比率 µi を持つ価値過程 Zµ は (2.8)を満足する．したがっ
て，市場ポートフォリオの価値は市場における全株式の時価総額の総和である．

Definition 2.11および式 (2.27)より，市場ウェイト過程 µi は

µi(t) =
Xi(t)
Zµ(t)

と記述でき，Definition 2.9より

log µi(t) = log
(
Xi(t)/Zµ(t)

)
(2.28)

は第 i株式の市場ポートフォリオに対する相対収益率として表現できる．

Corollary 2.12. µを市場ポートフォリオとするとき，市場ウェイト µi は次式を満たす．

dµi(t) = µi(t)d log µi(t) +
1
2
µi(t)τii(t)dt (2.29)

また，このとき

d⟨µi, µj⟩t = µi(t)µj(t)τij(t)dt (2.30)

となる．

Proof. µi(t) = exp
(
log µi(t)

)
に伊藤の公式を適用すると，

dµi(t) = µi(t)d log µi(t) +
1
2
µi(t)d⟨log µi(t)⟩t (2.31)

となる．(2.18)より，

d⟨log µi, log µj⟩t = d⟨log(Xi/Zµ), log(Xj/Zµ)⟩t = τij(t)dt (2.32)

である．このことから (2.31)は，

dµi(t) = µi(t)d log µi(t) +
1
2
µi(t)τii(t)dt

となり (2.29)が導かれる．これより，

d⟨µi, µj⟩t = µi(t)µj(t)d⟨log µi, log µj⟩t = µi(t)µj(t)τij(t)dt

となり (2.30)も証明される． ¤
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Proposition 2.13. 市場Mにおけるポートフォリオを πとするとき，

d log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
=

n∑
i=1

πi(t)d log µi(t) + γ∗
π(t)dt (2.33)

となる．

Proof. Corollary 2.8より，

d log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
=

n∑
i=1

πi(t)d log
(
Xi(t)/Zµ(t)

)
+ γ∗

π(t)dt

(2.28)より (2.33)が導かれる． ¤

Proposition 2.13は相対ポートフォリオの動向は市場ウェイトの変動および超過成長率によって
分析できることを示している．

2.3 ポートフォリオの動向

現代ポートフォリオ理論では期待収益率と分散が重要とされていたが，確率ポートフォリオ理論

では収益率よりも成長率を重視する．Proposition 2.14は長期的なポートフォリオの変動は収益率
よりも成長率によって決まることを示している．

Proposition 2.14. 市場Mにおける任意のポートフォリオ πに対して，

lim
T→∞

1
T

(
log Zπ(T ) −

∫ T

0

γπ(t)dt
)

= 0 (2.34)

となる．

Proof. (2.9)式の両辺を積分すると，

log
(
Zπ(T )/Zπ(0)

)
=

∫ T

0

γπ(t)dt +
∫ T

0

n∑
i,ν=1

πi(t)ξiν(t)dWν(t)

となる．新たに，

V (T ) = log
(
Zπ(T )/Zπ(0)

)
−

∫ T

0

γπ(t)dt

=
∫ T

0

n∑
i,ν=1

πi(t)ξiν(t)dWν(t)

を定義すると V は連続マルチンゲールであり，

⟨V ⟩t =
∫ T

0

σππ(s)ds (2.35)

である．また Definition 2.1の条件 3より，

lim
t→∞

t−1σππ(t) log log t = 0 (2.36)

となる．(2.36)，(2.35)そして Lemma 2.15より (2.34)は導かれる． ¤

10



Lemma 2.15. M を次式を満たす局所マルチンゲールとする．

lim
t→∞

t−2⟨M⟩t log log t = 0

このとき，

lim
t→∞

t−1M(t) = 0

である．

2.4 株式市場の分散化

本節では，まず市場の分散化を定義する．そして，分散化市場と市場ポートフォリオの超過成長

率との関係を明らかにする．本節では，市場の分散化を測る尺度としてエントロピー関数を導入

し，ポートフォリオを関数によって生成するという概念を定義する．さらに，この生成されたポー

トフォリオはある条件下で市場ポートフォリオを優越することを示す．

2.4.1 分散化市場

Definition 2.16. 次式を満たすような δ > 0が存在するとき，市場Mは分散されているという．

µmax(t) ≤ 1 − δ

また，市場Mが弱分散であるとは次式を満たす δ > 0が存在するときにいう．

1
T

∫ T

0

µmax(t)dt ≤ 1 − δ (2.37)

つまり，分散化市場とは単一株式への極端な資産集中を避けた市場であるということができる．

実際の市場においては独占禁止法などにより，資産が単一の株式に集中するという状況は考えにく

い．したがって，この市場の分散の定義はかなり弱い条件と考えられる．

そのような分散化された市場と市場ポートフォリオの超過成長率の関係を段階的に明らかにして

いく．

Lemma 2.17. 非退化市場においてポートフォリオを πとするとき，i = 1, . . . , nに対して，次式

を満たすような ε > 0が存在する．

τπ
ii ≥ ε

(
1 − πmax(t)

)2 (2.38)

Proof. 非退化市場であることから (2.6)より，

xσ(t)xT ≥ ε||x||2, x ∈ Rn

を満たすような ε > 0が存在する．x(t) =
(
π1(t), . . . , πi(t) − 1, . . . , πn(t)

)
とする．このとき，

x(t)σ(t)xT (t) = σii(t) − 2σiπ(t) + σππ(t)

となる．また，ポートフォリオ πに対する株式Xi の相対分散は (2.17)より，

τπ
ii(t) = σii(t) − 2σiπ(t) + σππ(t)
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である．以上より次のことが導かれる．

τπ
ii(t) ≥ ε||x(t)||2 (2.39)

次に ||x||2 に着目すると明らかに，

π2
1(t) + · · · +

(
1 − πi(t)

)2 + · · · + π2
n(t) = ||x(t)||2 ≥

(
1 − πi(t)

)2

となるので (2.39)式から，
τπ
ii ≥ ε

(
1 − πi(t)

)2

となる．ここで，

πmax(t) = max
1≤i≤n

πi(t)

と記述すると (2.38)が導かれる． ¤

Lemma 2.18. π をポートフォリオとするとき，

γ∗
π(t) =

1
2

n∑
i=1

πi(t)τπ
ii(t) (2.40)

となる．

Proof. πと ηの二つのポートフォリオを考える．まず (2.17)より，

τη
ij = σij(t) − σiη(t) − σjη(t) + σηη(t)

であることから，t ∈ [0,∞) において

n∑
i=1

πi(t)τ
η
ii(t) =

n∑
i=1

πi(t)σii(t) − 2
n∑

i=1

πi(t)σiη(t) + σηη(t) (2.41)

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)τ
η
ij(t) =

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t) −
n∑

i=1

πi(t)σiη(t) −
n∑

j=1

πj(t)σjη(t) + σηη(t) (2.42)

となる．(2.10)式より

γ∗
π(t) =

1
2

( n∑
i=1

πi(t)σii(t) −
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)
)

であり (2.41)と (2.42)から，

γ∗
π(t) =

1
2

( n∑
i=1

πi(t)τ
η
ii(t) −

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)τ
η
ij(t)

)
(2.43)

が導かれる．ここで η = πとすると (2.25)式より

π(t)τπ(t)πT (t) =
(
π(t) − π(t)

)
σ(t)

(
π(t) − π(t)

)T = 0

よって (2.43)は (2.40)となる． ¤
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Proposition 2.19. πを非負のウェイトを持つポートフォリオとするとき，

γ∗
π(t) ≥ 0 (2.44)

となる．また，すべての iに対して 0 ≤ πi(t) < 1であるとき，

γ∗
π(t) > 0 (2.45)

である．

Proof. 式 (2.19)より τπ
ii(t) ≥ 0であるので，(2.40)式の右辺のすべての項は非負である．よって，

(2.44)は示された．
0 ≤ πi(t) < 1という条件はウェイト π1(t), . . . , πi(t)のうち少なくとも二つは正となることを意
味している．Lemma 2.10より，τπ は半正値でランク n − 1であるので，i = 1, . . . , nに対して，

τπ
ii(t) = (0, . . . , 1, . . . , 0)τπ(t)(0, . . . , 1, . . . , 0)T ≥ 0 (2.46)

となる．τπ(t)はランク n− 1であるので，高々第 i要素だけが 1であるような値に対し，(2.46)式
は成り立つ．また，π1(t), . . . , πn(t)のうち少なくとも二つが正であるので，(2.40)式の右辺は正と
なり，(2.45)は証明された． ¤

Lemma 2.20. π を非退化市場において非負のウェイトを持つポートフォリオとする．そのとき，

次式を満たす ε > 0 が存在する.

γ∗
π(t) ≥ ε

(
1 − πmax(t)

)2 (2.47)

Proof. πi は非負であり Lemma 2.17を満たすような εに関して Lemma 2.18より，

γ∗
π(t) =

1
2

n∑
i=1

πi(t)τπ
ii(t) ≥

ε

2
(
1 − πmax(t)

)2

が成り立つ． ¤

Lemma 2.21. 市場において有界な分散を持ち，0 ≤ πi(t) < 1を満たすようなポートフォリオ π

を考える．そのとき，次式を満たす ε > 0が存在する．

πmax(t) ≤ 1 − εγ∗
π(t) (2.48)

Proof. 市場は有界な分散を持つとの仮定より (2.7)式から，次式を満たすようなM を選択するこ

とができる．

xσ(t)xT ≤ M ||x||2 (2.49)

ここで第 i要素だけが 1で他の要素が 0であるような x =
(
0, . . . , 1, . . . , 0

)
を考えると，(2.49)よ

り 1 ≤ i ≤ nに対して，

σii(t) ≤ M (2.50)

である．任意の整数 kに関して 1 ≤ k ≤ n，πk(t) < 1であるとし i = 1, . . . , nに対して，

ηi(t) =

πi(t)/
(
1 − πk(t)

)
if i ̸= k

0 if i = k
(2.51)
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と定義する．
(
η1(t), . . . , ηn(t)

)
は非負のウェイトを持つポートフォリオ ηを定義する．(2.50)より，

n∑
i=1

ηi(t)σii(t) ≤ M (2.52)

である．ポートフォリオ ηの分散 σηη は，

σηη(t) = ησ(t)ηT = ηξ(t)ξT (t)ηT = ηξ(t)
(
ηξ(t)

)T ≥ 0

となり非負であることから (2.52)より，
n∑

i=1

ηi(t)σii(t) − σηη(t) ≤ M (2.53)

である．次に，

x =
(
η1(t), . . . , ηk−1(t), ηk(t) − 1, ηk+1(t), . . . , ηn(t)

)
とすると，

xσ(t)xT = σkk(t) − 2σkη(t) + σηη(t) (2.54)

であることがわかる．また，xの第 k要素は定義より ηk = 0であるので，

x =
(
η1(t), . . . , ηk−1(t),−1, ηk+1(t), . . . , ηn(t)

)
とすることができる．このとき ||x||2 ≤ 2となり k = 1, . . . , nに対して (2.49)と (2.54)より，

σkk(t) − 2σkη(t) + σηη(t) ≤ 2M (2.55)

となる．(2.53)と (2.55)の関係式と (2.10)より，

2γ∗
π =

n∑
i=1

πi(t)σii(t) −
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)

= πk(t)σkk(t) +
(
1 − πk(t)

) n∑
i=1

ηi(t)σii(t)

− π2
k(t)σkk(t) − 2πk(t)

(
1 − πk(t)

) n∑
i=1

ηi(t)σik(t)

−
(
1 − πk(t)

)2
n∑

i,j=1

ηi(t)ηj(t)σij(t)

=
(
πk(t) − π2

k(t)
)(

σkk(t) − 2σkη(t) + σηη(t)
)

+
(
1 − πk(t)

)( n∑
i=1

ηi(t)σii(t) − σηη(t)
)

≤
(
1 − πk(t)

)(
2M + M

)
となる．したがって (2.48)式は ε = 2/(3M)とすれば導かれる． ¤

Proposition 2.22. 市場Mが非退化で分散化しているとき，次式を満たすような δ > 0が存在
する．

γ∗
µ(t) ≥ δ (2.56)

逆にMの分散が有界であり，(2.56)を満たすような δ > 0が存在するとき，Mは分散化されて

いる．
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Proof. Mが非退化で分散化しているとする．そのとき Definition 2.16より次式を満たす δ0 > 0
が存在する．

µmax(t) ≤ 1 − δ0

Mは非退化であることから Lemma 2.20より，次式を満たす ε > 0が存在する．

γ∗
µ(t) ≥ ε

(
1 − µmax(t)

)2

以上より，

γ∗
µ(t) ≥ εδ2

0

となり (2.56)が導かれる．
次にMが有界な分散を持ち (2.56)を満たすような δ1 > 0が存在すると仮定する．Mの分散が

有界であることは，Lemma 2.21より次式を満たすような ε > 0が存在することを意味する．

µmax(t) ≤ 1 − εγ∗
µ(t) ≤ 1 − εδ1

したがってMは分散化している． ¤

2.4.2 エントロピーによる分散化

エントロピー関数 Sを以下の式で定義する．

S(x) = −
n∑

i=1

xi log xi

∆n = {x ∈ Rn : x1 + · · · + xn = 1, 0 < xi < 1, i = 1, . . . , n}

Definition 2.23. µを市場ポートフォリオとするとき，マーケットエントロピー過程 S(µ)を以下
の式で定義する．

S
(
µ(t)

)
= −

n∑
i=1

µi(t) log µi(t)

S(µ)は連続セミマルチンゲールであり 0 < S
(
µ(t)

)
≤ log nである．

Definition 2.16は市場が分散的であるかどうかの基準であったのに対し，Definition 2.23で定義
されるエントロピーは市場の分散化の程度を測るための尺度である．

Proposition 2.24. 市場Mが分散化しているとき，次式を満たす ε > 0が存在する．

S
(
µ(t)

)
≥ ε　 (2.57)

Proof. ∆n を閉包に拡張すると，

∆
n

= {x ∈ Rn : x1 + · · · + xn = 1, 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , n}

Sはコンパクト集合∆
n
上では非負の値をとり，S(x) = 0となるのは頂点のときだけである．∆

n

の頂点の近傍を除いたとき，Sは∆
n
の残りの xでは，0をとらない． ¤

Proposition 2.24は単一株式に資産が集中していなければ，エントロピーは ε以上になることを

主張しているに過ぎない．
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Definition 2.25. µを市場ポートフォリオとする．次式で定義されるようなウェイトを持つポー

トフォリオ πをエントロピーウェイトポートフォリオと呼ぶ．

πi(t) =
−µi(t) log µi(t)

S
(
µ(t)

) (2.58)

エントロピーウェイトポートフォリオがポートフォリオの条件であるDefinition 2.5を満たすこ
とは容易に確かめることができ，このとき πは Sによって生成されたという．市場ポートフォリ

オに対するポートフォリオの相対収益率は，この Sによって表現できることを示す．

Theorem 2.26. µを市場ポートフォリオ，πをエントロピーウェイトポートフォリオ，Zµと Zπ

をそれぞれのポートフォリオの価値過程とする．そのとき，次式を満足する．

d log S
(
µ(t)

)
= d log

(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
−

γ∗
µ(t)

S
(
µ(t)

)dt (2.59)

Proof. (2.30)から，
d⟨µi, µj⟩t = µi(t)µj(t)τij(t)dt

また，伊藤の公式を用いて以下の式で表せる．

d log S
(
µ(t)

)
=

n∑
i=1

Di log S
(
µ(t)

)
dµi(t)

+
1
2

n∑
i,j=1

Dij log S
(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t)dt (2.60)

Dij log S(x) = Dj

(
DiS(x)
S(x)

)
=

DijS(x)S(x) − DiS(x)DjS(x)
S2(x)

=
DijS(x)

S(x)
− DiS(x)

S(x)
× DjS(x)

S(x)

=
DijS(x)

S(x)
− Di log S(x)Dj log S(x) (2.61)

DiS(x) = − log xi − 1であるので，(2.60)，(2.61)を用いると，以下の式で表せる．

d log S
(
µ(t)

)
=

n∑
i=1

DiS
(
µ(t)

)
S
(
µ(t)

) dµi(t)

+
n∑

i,j=1

(
DijS

(
µ(t)

)
S
(
µ(t)

) −
DiS

(
µ(t)

)
DjS

(
µ(t)

)
S2

(
µ(t)

) )
µi(t)µj(t)τij(t)dt

= −
n∑

i=1

log
(
µi(t)

)
S
(
µ(t)

) dµi(t) −
1

S
(
µ(t)

) n∑
i=1

dµi(t)

−
n∑

i,j=1

(
log µi(t) + 1

)(
log µj(t) + 1

)
2S2

(
µ(t)

) µi(t)µj(t)τij(t)dt

− 1
2S

(
µ(t)

) n∑
i=1

µi(t)τii(t)dt (2.62)
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n∑
i,j=1

(
log µi(t) + 1

)(
log µj(t) + 1

)
µi(t)µj(t)τij(t)dt

=
n∑

i,j=1

log µi(t) log µj(t)µi(t)µj(t)τij(t)dt

+ 2
n∑

i,j=1

log µi(t)µi(t)µj(t)τij(t)dt

+
n∑

i,j=1

µi(t)µj(t)τij(t)dt

=
n∑

i,j=1

log µi(t) log µj(t)µi(t)µj(t)τij(t)dt

Lemma 2.10より µ(t)は τ(t)の零空間であり，
∑n

i=1 dµi = 0なので，(2.62)は以下の式で表せる．

d log S
(
µ(t)

)
= −

n∑
i=1

log
(
µi(t)

)
S
(
µ(t)

) dµi(t)

−
n∑

i,j=1

log µi(t) log µj(t)
2S2

(
µ(t)

) µi(t)µj(t)τij(t)dt

− 1
2S

(
µ(t)

) n∑
i=1

µi(t)τii(t)dt (2.63)

Proposition 2.13より，

d log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
=

n∑
i=1

πi(t)d log µi(t) + γ∗
π(t)dt

=
n∑

i=1

πi(t)
µi(t)

dµi(t) −
1
2

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)τij(t)dt (2.64)

= −
n∑

i=1

log µi(t)
S
(
µ(t)

) dµi(t) −
n∑

i,j=1

log µi(t) log µj(t)
2S2

(
µ(t)

) µi(t)µj(t)τij(t)dt (2.65)

(2.64)は (2.29)と (2.43)より示すことができる．よって，(2.59)は (2.40)，(2.63)，(2.65)から導
き出せる． ¤

Theorem 2.26より市場エントロピーの対数は次式のようにセミマルチンゲールの形式で表現す
ることができる．

d log S
(
µ(t)

)
=

(
γπ(t) − γµ(t) −

γ∗
µ(t)

S
(
µ(t)

))
dt +

n∑
i,j=1

(
πi(t) − µi(t)

)
ξiν(t)dWν(t) (2.66)

市場が長期的に安定的であることは，以下の条件を満たす必要がある．

lim
T→∞

1
T

log S
(
µ(T )

)
= 0

この安定性とは対数エントロピーが平均回帰し，長期的な観点から平均的にゼロになることを意味

している．(2.66)より

lim
T→∞

1
T

log S
(
µ(T )

)
= lim

T→∞

1
T

∫ T

0

(
γπ(t) − γµ(t) −

γ∗
µ(t)

S
(
µ(t)

))
dt
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Lemma 2.15より (2.66)の最後の項がなくなる．よって，

lim
T→∞

1
T

∫ T

0

(
γπ(t) − γµ(t) −

γ∗
µ(t)

S
(
µ(t)

))
dt = 0

ゆえに，長期的にエントロピーウェイトポートフォリオのほうが市場ポートフォリオより優位であ

ることがわかる．

Corollary 2.27. µを市場ポートフォリオ，πをエントロピーウェイトポートフォリオとして，市

場Mは非退化で分散的とすると，十分大きな T に対して，

Zπ(T )/Zπ(0) > Zµ(T )/Zµ(0) a.s. (2.67)

となる．

Proof. (2.59)の両辺を積分すると，

log S
(
µ(T )

)
− log S

(
µ(0)

)
= log

(
Zπ(T )/Zµ(T )

)
− log

(
Zπ(0)/Zµ(0)

)
−

∫ T

0

γ∗
µ(T )

S
(
µ(t)

)dt

式変形をすると，以下のようになる．

log
(
Zπ(T )/Zπ(0)

)
= log

(
Zµ(T )/Zµ(0)

)
+ log

(
S(µ(T ))/S(µ(0))

)
+

∫ T

0

γ∗
µ(t)

S
(
µ(t)

)dt

ここで，すべての tに対して，0 < S
(
µ(t)

)
≤ log nなので，S

(
µ(0)

)
≤ log nである．Proposition

2.24より分散化市場では，S
(
µ(t)

)
> δ1を満たす δ1が存在する．また，Proposition 2.22より，市

場が非退化で，分散的ならば，γ∗
µ(t) > δ2 を満たす δ2 > 0が存在する．よって，

log
(
Zπ(T )/Zπ(0)

)
> log

(
Zµ(T )/Zµ(0)

)
+ log δ1 − log log n +

δ2T

log n

(2.67)を満たす T は T > δ−1
2 log n(log log n − log δ1)である． ¤

以上より，非退化で分散化された市場において，エントロピー関数によって生成されたポート

フォリオは市場ポートフォリオに優越することが明らかとなった．次節では，エントロピー関数を

より一般化していく．
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3 生成ポートフォリオ

本節では，前節のエントロピー関数を生成関数として一般化し，その生成関数によって生成され

るポートフォリオを導く．次に，いくつかの例題を通し生成関数の特徴を見ていく．その後，分散

化測度の概念を定義し，再び例題を考察する．

3.1 生成関数

Definition 3.1. ポートフォリオ生成関数は次式で表される開単体上に実数値関数として定義さ

れる．

∆n = {x ∈ Rn : x1 + · · · + xn = 1, 0 < xi < 1, i = 1, . . . , n}

Definition 3.2. Sを∆n上に定義された正の連続関数とし πをポートフォリオとする．そのとき

次式を満たすような可測な有界変動過程 Θが存在すれば Sは πを生成する．

log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
= log S

(
µ(t)

)
+ Θ(t) (3.1)

過程 Θは Sに関するドリフト過程と呼ばれる．

Sがπを生成したとき，Sはπの生成関数と呼ばれ，πは関数的に生成されたという．log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
と log S(µ)は連続かつ適合であることから，Θもまた連続かつ適合である．Θが有界変動である
ので log S(µ)は連続セミマルチンゲールとなる．したがって (3.1)は次式のように微分形式で表現
することができる．

d log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
= d log S

(
µ(t)

)
+ dΘ(t) (3.2)

Theorem 3.3. すべての iに対して xiDi log S(x)が∆n上で有界であり，Sが∆nの近傍 U の上

に定義される正の C2関数であるとする．そのとき Sは以下で定義されるようなポートフォリオ π

を生成する．

πi(t) =
(
Di log S

(
µ(t)

)
+ 1 −

n∑
j=1

µj(t)Dj log S
(
µ(t)

))
µi(t) (3.3)

ドリフト過程 Θは次式のようになる．

dΘ(t) =
−1

2S
(
µ(t)

) n∑
i,j=1

DijS
(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t)dt (3.4)

Proof. (2.60)式より log Sに伊藤の公式を適用すると，

d log S
(
µ(t)

)
=

n∑
i=1

Di log S
(
µ(t)

)
dµi(t)

+
1
2

n∑
i,j=1

Dij log S
(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t)dt (3.5)

であった．また式 (2.61)より，

Dij log S(x) =
DijS(x)
S(x)

− Di log S(x)Dj log S(x)
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である．このことから (3.5)は，

d log S
(
µ(t)

)
=

n∑
i=1

Di log S
(
µ(t)

)
dµi(t)

+
1

2S
(
µ(t)

) n∑
i,j=1

DijS
(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t)dt

− 1
2

n∑
i,j=1

Di log S
(
µ(t)

)
Dj log S

(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t)dt (3.6)

となる．(2.33)式は (2.29)と (2.43)より，

d log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
=

n∑
i=1

πi(t)d log µi(t) + γ∗
π(t)dt

=
n∑

i=1

πi(t)
(

dµi(t)
µi(t)

− 1
2
τii(t)dt

)

+
1
2

( n∑
i=1

πi(t)τii(t) −
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)τij(t)
)

dt

=
n∑

i=1

πi(t)
µi(t)

dµi(t) −
1
2

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)τij(t)dt (3.7)

とすることができる．ここで φ(t)と πi(t)を次のように定義する．

φ(t) = 1 −
n∑

j=1

µj(t)Dj log S
(
µ(t)

)
(3.8)

πi(t) =
(
Di log S

(
µ(t)

)
+ φ(t)

)
µi(t) (3.9)

このとき，
n∑

i=1

πi(t) =
n∑

i=1

µi(t)Di log S
(
µ(t)

)
+ φ(t) = 1

であるので (3.3)を満足する．一方 (3.7)の第 1項は (3.8)と (3.9)を用いると，

n∑
i=1

πi(t)
µi(t)

dµi(t) =
n∑

i=1

Di log S
(
µ(t)

)
dµi(t) + φ(t)

n∑
i=1

dµi(t)

=
n∑

i=1

Di log S
(
µ(t)

)
dµi(t) (3.10)

となる．ただし，
∑n

i=1 dµi(t) = 0である．(3.7)の第 2項も Lemma 2.10の µ(t)は τ(t)の零空間
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であることを用いると，(3.8)と (3.9)より，
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)τij(t) =
n∑

i,j=1

Di log S
(
µ(t)

)
Dj log S

(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t)

+ 2φ(t)
n∑

i,j=1

Di log S
(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t)

+ φ2(t)
n∑

i,j=1

µi(t)µj(t)τij(t)

=
n∑

i,j=1

Di log S
(
µ(t)

)
Dj log S

(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t) (3.11)

と表すことができる．したがって (3.7)は (3.10)と (3.11)より次のようになる．

d log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
=

n∑
i=1

Di log S
(
µ(t)

)
dµi(t)

− 1
2

n∑
i,j=1

Di log S
(
µ(t)

)
Dj log S

(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t)dt (3.12)

よって (3.6)と (3.12)より，

d log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
= d log S

(
µ(t)

)
− 1

2S
(
µ(t)

) n∑
i,j=1

DijS
(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t)dt

となることから (3.2)に従いドリフト過程が (3.4)となることが導かれる． ¤
Theorem 3.8によると，ウェイト π1, . . . , πnは市場の共分散構造ではなく市場ウェイトのみに依

存する．共分散構造は相対共分散項 τij(t)としてドリフト過程 dΘ(t)に現れるだけである．

Example 3.4. 加重平均は市場における資産の集中を測るための尺度として用いられる．加重平

均の価値は，
n∑

i=1

µi(t)Xi(t)

で表される．投資比率の加重平均は，
n∑

i=1

µ2
i (t)

となる．この加重平均の平方根をとった次式をポートフォリオ πの生成関数とする．

S(x) =
( n∑

i=1

x2
i

)1/2

(3.13)

(3.13)が生成するポートフォリオのウェイトおよびドリフト過程を Theorem 3.8に従って求める．
まず，

∂

∂xi

(
log S(x)

)
=

xi

S2(x)
であるので (3.3)より，

πi(t) =
(

µi(t)
S2

(
µ(t)

) + 1 −
n∑

j=1

µ2
j(t)

S2
(
µ(t)

))
µi(t)

=
µ2

i (t)
µ2

1(t) + · · · + µ2
n(t)
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となる．これより Sの偏微分，二階偏微分は以下のようになる．

∂S
(
µ(t)

)
∂µi(t)

=
µi(t)

S
(
µ(t)

) ,
∂2S

(
µ(t)

)
∂µ2

i (t)
=

1 − πi(t)
S
(
µ(t)

)
よって，(3.4)よりドリフト過程は，

dΘ(t) = −1
2

n∑
i=1

1
S
(
µ(t)

)(
1 − πi(t)

)
µ2

i (t)τii(t)dt

= −1
2

( n∑
i=1

πi(t)τii(t)dt −
n∑

i=1

π2
i (t)τii(t)dt

)
= −γ∗

π(t)dt

となることが導かれる．次に (3.2)の両辺を積分すると，

log
(
Zπ(T )/Zµ(T )

)
− log

(
Zπ(0)/Zµ(0)

)
= log S

(
µ(T )

)
− log S

(
µ(0)

)
+

∫ T

0

dΘ

であるので，次式のように変形できる．

log
(
Zπ(T )/Zπ(0)

)
− log

(
Zµ(T )/Zµ(0)

)
= log S

(
µ(T )

)
− log S

(
µ(0)

)
+

∫ T

0

dΘ (3.14)

また，

log S
(
µ(t)

)
=

1
2

log
( n∑

i=1

µ2
i (t)

)
であることから，(3.14)は次式のように書ける．

log
(
Zπ(T )/Zπ(0)

)
− log

(
Zµ(T )/Zµ(0)

)
=

1
2

log
( n∑

i=1

µ2
i (T )

)
− 1

2
log

( n∑
i=1

µ2
i (0)

)
−

∫ T

0

γ∗
πdt (3.15)

仮に与えられた時間区間の最初と最後の時点において，投資比率の加重平均が同じであったなら

ば，(3.15)の右辺はドリフト過程の積分のみが残ることになる．今，ポートフォリオ π は非負の

ウェイトを持つことから，Proposition 2.19より超過成長率 γ∗
πは非負の値をとる．したがって，現

在の仮定のもとでは，

log
(
Zπ(T )/Zπ(0)

)
≤ log

(
Zµ(T )/Zµ(0)

)
となることを意味する．つまり，ポートフォリオ πの収益率が市場ポートフォリオの収益率以下に

なる． ¤

Example 3.5. i番目の会社の帳簿価格を bi > 0と仮定し，biは定数とする．この会社の時点 tに
おける PBRはXi(t)/biである．この比率が高い（成長株），低い（割安株）で区別する際に用い

られる．ここでは µi(t)/bi の比率を考える．この生成関数を簿価比率生成関数と呼ぶことにする．

市場の加重平均 PBRは次式で与えられる．

n∑
i=1

µ2
i (t)
bi
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ポートフォリオ生成関数

S(x) =
( n∑

i=1

x2
i

bi

)1/2

は Example 3.4と同様に計算すると，次式で与えられるようなウェイトを持つポートフォリオ π

を生成する．

πi(t) =
µ2

i (t)
biS2

(
µ(t)

)
ドリフト過程も Example 3.4と同様に求めることができる．

dΘ(t) = −γ∗
π(t)dt

よって，市場の加重平均 PBRを固定すると，ポートフォリオの収益率は市場ポートフォリオの収
益率を下回ることがわかる． ¤

Proposition 3.6. Sをすべての x ∈ ∆nに対して，行列
(
DijS(x)

)
が高々一つの正の固有値を持

つような生成関数とし，正の固有値が一つあるとき，その固有ベクトルは∆nに直交すると仮定す

る．πを Sによって生成されたポートフォリオとするとき，πi(t) ≥ 0となり，Θは非減少となる．
また，すべての x ∈ ∆n に関して rank

(
DijS(x)

)
> 1となるとき，Θは厳密に増加となる．

Proof. Sを行列
(
DijS(x)

)
が高々一つの正の固有値を持つ生成関数とし，正の固有値が存在する

とき，その固有ベクトルは∆n に直交すると仮定する．

まず πi ≥ 0であることを示す．任意の x ∈ ∆n に対して，x(u) ∈ ∆n(0 ≤ u < 1)を次式で定義
する．

x(u) = uvk + (1 − u)x

ただし，vkを第 k要素だけが 1となり，他の要素が 0となるようなベクトル vk = (0, . . . , 1, . . . , 0)
とする．次に，

f(u) = S
(
x(u)

)
と定義すると，

f ′(u) = DkS
(
x(u)

)
−

n∑
i=1

xiDiS
(
x(u)

)
(3.16)

さらに，

f ′′(u) = (vk − x)
(
DijS

(
x(u)

))
(vk − x)T

となる．ここで，n次元行ベクトル 1 = (1, . . . , 1)を考えると，これは∆nに直交し，1と vk −xの

内積は 0となる．すなわち，vk−xと∆nは平行である．ここでH =
(
DijS(x)

)
と置く．λ1, . . . , λn

をHの固有値とし，固有値 λk に対応する正規化された固有ベクトルを ek = (ek1, . . . , ekn)T とす

る．ヘッセ行列Hは対称行列であるので，固有ベクトルは直交する．したがって，ek は正規直交

基底となり，直交行列U

U =


e11 e21 . . . en1

e12 e22 . . . en2

...
...

. . .
...

e1n e2n . . . enn
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が得られる．また，対角要素に固有値を並べた行列を次のように定義する．

Q =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn


行列Hは直交行列Uにより対角化が可能である．

UT HU = Q

よって，

H = UQUT (3.17)

である．λj を正の固有値とし，

(vk − x)
(
e1 e2 . . . en

)
=

(
e′1 e′2 . . . e′n

)
と書くことにすると，

(vk − x)
(
DijS

(
x(u)

))
(vk − x)T

= (vk − x)
(
e1 e2 . . . en

)
Q

(
e1 e2 . . . en

)T (vk − x)T

=
(
e′1 . . . e′j−1 0 e′j+1 . . . e′n

)
Q

(
e′1 . . . e′j−1 0 e′j+1 . . . e′n

)T (3.18)

= λ1e
′2
1 + λ2e

′2
2 + · · · + λj−1e

′2
j−1 + λj+1e

′2
j+1 + · · · + λne′2n

≤ 0

となる．(3.18)は jのとき正の固有値を持つと仮定より，その固有ベクトルは∆nに直交し e′j = 0
となる．したがって，f ′′(u) ≤ 0である．このことから f は [0, 1)で上に凸となる．つまり，

f(u) − f(0)
u − 0

≤ f ′(0)

であることを意味し，

f(u) ≤ f(0) + uf ′(0), 0 ≤ u < 1

である．f(u)は定義より生成関数であるのでDefinition 3.2より正の連続関数である．したがって，

0 < f(0) + uf ′(0), 0 ≤ u < 1 (3.19)

となり (3.16)と (3.19)より，

0 ≤ S(x) + DkS(x) −
n∑

i=1

xiDiS(x)

となる．両辺を Sで割ると，

0 ≤ 1 + Dk log S(x) −
n∑

i=1

xiDi log S(x)

であるので，Theorem 3.8の (3.3)より πk(t) ≥ 0である．
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次にドリフト過程 Θが非減少であることを証明する．行列Hの各要素は (3.17)より，

DijS(µ(t)) =
n∑

k=1

λkekiekj

と表せるので，
n∑

i,j=1

DijS
(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t) =

n∑
k=1

λk

n∑
i,j=1

µi(t)µj(t)ekiekjτij(t) (3.20)

となる．λ1をある一つの正の固有値と仮定するとき∆nに直行する．一般性を失うことなく e1 =
±

(
n−1/2, . . . , n−1/2

)
となるような λ1であるとし，

(
τij(t)

)
は µ(t)によって生成された零空間を持

つ半正値である行列とする．このとき，
n∑

i,j=1

µi(t)µj(t)ekiekjτij(t)

は，次のように表現できる．

(
µ1 . . . µn

) 
ek1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . ekn




τ11 . . . τ1n

...
. . .

...
τn1 . . . τnn




ek1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . ekn




µ1

...
µn

 (3.21)

e1 は要素がすべて ±n−1/2 であるので，
(
τij(t)

)
が µ(t)により零空間となることから，

n∑
i,j=1

µi(t)µj(t)e1ie1jτij(t) = 0

となる．また，k = 2, . . . , nに対して (3.21)は，

(
ek1µ1 . . . eknµn

) 
τ11 . . . τ1n

...
. . .

...
τn1 . . . τnn




ek1µ1

...
eknµn


であるので，

(
τij(t)

)
が半正値であり，e1 のとき 0となることから，

n∑
i,j=1

µi(t)µj(t)ekiekjτij(t) > 0 (3.22)

となる．固有値 λ2, . . . , λnは正値ではないとの仮定より (3.20)は次式のようになることを意味する．
n∑

i,j=1

DijS
(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t) ≤ 0

Sは Definition 3.2より正の連続関数であるので，Theorem 3.8の (3.4)から Θは非減少であるこ
とが導かれる．

すべての x ∈ ∆n に対し rank
(
DijS(x)

)
> 1となるとき，固有値 λ2, . . . , λn のうち一つは負で

ある．したがって (3.20)，(3.22)より，
n∑

i,j=1

DijS
(
µ(t)

)
µi(t)µj(t)τij(t) < 0

となる．すなわち (3.4)の Θが厳密に増加であることを示している． ¤
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3.2 時間依存型生成関数

Example 3.5で紹介した簿価比率生成関数は帳簿価額 bi を定数としているが実際は時間に依存

して変わる. ここでは，bi を時間に依存するものとし bi(t)として扱う方法を紹介する.

Definition 3.7. Sを ∆n × [0, T ]上に定義された正の連続関数とし π をポートフォリオとする．

そのとき次式を満たすような可測な有界変動過程 Θが存在すれば Sは πを生成する．

log
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
= log S

(
µ(t), t

)
− Dt log S

(
µ(t), t

)
dt + Θ(t) (3.23)

過程 Θは Sに関するドリフト過程と呼ばれる．

Theorem 3.8. すべての iに対して xiDi log S(x, t)が∆n × [0, T ]上で有界であり，Sが∆nの近

傍 U の上に定義される正の C2,1関数であるとする．そのとき Sは以下で定義されるようなポート

フォリオ πを生成する．

πi(t) =
(
Di log S

(
µ(t), t

)
+ 1 −

n∑
j=1

µj(t)Dj log S
(
µ(t), t

))
µi(t) (3.24)

ドリフト過程 Θは次式のようになる．

dΘ(t) =
−1

2S
(
µ(t), t

) n∑
i,j=1

DijS
(
µ(t), t

)
µi(t)µj(t)τij(t)dt − Dt log S

(
µ(t), t

)
dt (3.25)

3.3 分散化測度

エントロピーを生成関数として一般化したように，ここでは分散化を測る尺度として一般化する．

Rnの部分集合上に定義された実数値関数 F は，変数 xiの置換に対して不変であるとき対称であ

り，0 < λ < 1で x, y ∈ Rn, F
(
λx + (1− λ)y

)
> λF (x) + (1− λ)F (y)であるとき厳密に凹である．

Definition 3.9. ∆n の開近傍上に定義される正の C2 関数が対称かつ凹であるとき分散測度であ

るという．分散測度により生成されるポートフォリオを分散ウェイトポートフォリオと呼び，その

比率を分散ウェイトと呼ぶことにする．

Proposition 3.10. Sをドリフト過程Θを持つポートフォリオ πを生成する分散測度とする．こ

のとき，Θは非減少であり，µi(t) ≤ µj(t)であることは πi(t)/µi(t) ≥ πj(t)/µj(t)であることを意
味する．

Proof. Sが分散測度であると仮定すると，Definition 3.9より凹でかつ C2 関数である．分散測度

の定義域∆n の開近傍は凸集合となる．また，凸集合上で凹関数であることと，C2 関数に対して

凸集合上でヘッセ行列
(
DijS(x)

)
が半負値となることは同値である．半負値な行列は正の固有値

を持たず，Proposition 3.6より Θは非減少となる．
i < j に対して xi ≤ xj であるような x = (x1, . . . , xn) ∈ ∆n とする．uに対して，

x(u) = (x1, . . . , xi−1, (1 − u)xi + uxj , xi+1, . . .

. . . , xj−1, uxi + (1 − u)xj , xj+1, . . . , xn)

と定義する．そして，f(u) = S
(
x(u)

)
と定義したとき，f は C2 であり微分は，

f ′(u) = (xj − xi)
(
DiS

(
x(u)

)
− DjS

(
x(u)

))
(3.26)
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となる．f が凹であること，Sの対称性から f(0) = f(1)となることから f ′(0) ≥ 0がわかる．さ
らに，x(u)の定義より x(0) = xであり xi ≤ xj であるので (3.26)式は，

f ′(0) = (xj − xi)
(
DiS(x) − DjS(x)

)
≥ 0

となる．よってDiS(x) ≥ DjS(x)である．この両辺を Sで割るとDi log S(x) ≥ Dj log S(x)とな
り，Theorem 3.8の (3.3)より，

πj(t)
µj(t)

= Dj log S
(
µ(t)

)
+ 1 −

n∑
k=1

µk(t)Dk log S
(
µ(t)

)
≤ Di log S

(
µ(t)

)
+ 1 −

n∑
k=1

µk(t)Dk log S
(
µ(t)

)
=

πi(t)
µi(t)

である．したがって，µi(t) ≤ µj(t)に対して πi(t)/µi(t) ≥ πj(t)/µj(t)となる． ¤

Example 3.11. 0 < p < 1において

Dp(x) =
( n∑

i=1

xp
i

)1/p

(3.27)

と定義したとき，これは分散化の測度である．Dp で生成されたポートフォリオのウェイトは，

πi =
µp

i (t)(
Dp(µ(t))

)p

であり，p → 1にすると πは市場ポートフォリオに近づく．ドリフト過程は

dΘ(t) = (1 − p)γ∗
π(t)dt

となる．

Dp関数はエントロピー関数より，ポートフォリオを生成する目的および分散化としての測度の

両方の点で優越する．Dp をポートフォリオの生成に用いるとき，パラメーター pは生成された

ポートフォリオのリスクとリターンの特性を調整するために変えることができる．さらに，Dpは

x1, . . . , xn の合計が 1とならない正の整数の場合でも大きさは不変である．

Dp(x1, . . . , xn)
x1 + · · · + xn

= Dp

(
x1

x1 + . . . + xn
, . . . ,

xn

x1 + . . . + xn

)
(3.28)

Dp を標準化すると，

D̃p(x) =
(

np−1
n∑

i=1

xp
i

)1/p

(3.29)

となる． ¤

Example 3.12. ジニ係数は経済学において資産配分の分散を測る指標として使われている．一般

的に次式のように定義される．

G(x) =
1
2

n∑
i=1

|xi − n−1| (3.30)

この式を修正すると，

G(x) = 1 − 1
2

n∑
i=1

|xi − n−1| (3.31)
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上の式は Definition 3.9の閉包を満たすが，C2 関数ではない．よって，

S(x) = 1 − 1
2

n∑
i=1

(xi − n−1)2

生成されたポートフォリオのウェイト πi は

πi(t) =
(

n−1 − µi(t)
S
(
µ(t)

) + 1 −
n∑

j=1

µj(t)
(
n−1 − µj(t)

)
S
(
µ(t)

) )
µi(t)

ドリフト過程は

dΘ(t) =
1

2S
(
µ(t)

) n∑
i=1

µ2
i (t)τii(t)dt

を満足する． ¤
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4 サイズ効果とPBR効果

本章では日本における「サイズ効果」と「PBR効果」について事前分析を行う. サイズ効果と
はアノマリーと呼ばれ時価総額が大きい企業ほど収益率，成長率の平均は小さくなる傾向があるこ

とをいい，時価総額の小さい企業の収益率や成長率は高く，時として，驚異的な収益率をもたらす

ことがある.
PBR効果とは株価純資産倍率（PBR：Price Book-value Ratio）が低い銘柄群で構成したポー
トフォリオは高い銘柄群で構成したポートフォリオよりも高いリターンをもたらす傾向があること

をいう.

4.1 日本における「PBR効果」と「サイズ効果」

4.1.1 Russell/Nomura 日本株インデックス

日本における「サイズ効果」と「PBR効果」について Russell/Nomura 日本株インデックスの
1988年 3月から 2007年 3月までのデータを用いて分析を行う.

Russell/Nomura 日本株インデックスの特徴は以下の通りである.
• 全上場のうち浮動株調整時価総額上位 98% の銘柄から構成され，広い市場カバレッジを持
つ，浮動株時価総額方式の株価指数である．

• 東証一部の上場企業のみに構成銘柄を限定せず，JASDAQ やヘラクレスを含む全市場の上
場銘柄を対象に，広範な銘柄群から選択している．

• 浮動株調整を施すことにより，投資可能性に配慮している．
• Large／ Smallや Value／ Growth の投資スタイル別のサブインデックスを持つ．

• パッシブ運用に適した Prime インデックスを持つ．

• 構成銘柄は明確な定義に基づき定量的に選定されている．0％
50％
100％

修正時価総額
修正PBRValue index Growth index小小

大きい

大き

Total Market index0％
50％
100％

修正時価総額
修正PBRValue index Growth index小小

大きい

大き

Total Market index

Figure 4.1. Russell/Nomura 日本株インデックススタイル

• Total Market インデックスは全上場銘柄の修正時価総額上位 98% の銘柄からなる．

• Top Cap インデックスは，Total Market インデックスの修正時価総額上位約 50% の銘柄からなる．

• Mid-Small Cap インデックスは，Total Market インデックスの修正時価総額下位約 50% の銘柄からなる．

• 上記の各インデックスは Value ／ Growth 別のサブインデックスを持つ．Total Market インデックスの修正時価総額を二分する

ように，構成銘柄の Value ／ Growth のウェイトが定まる．Value ／ Growth 別のサブインデックスには重複する銘柄がある．

29



4.1.2 サイズ効果

0.40.60.811.21.41.6

Mar-88 Mar-89 Mar-90 Mar-91 Mar-92 Mar-93 Mar-94 Mar-95 Mar-96 Mar-97 Mar-98 Mar-99 Mar-00 Mar-01 Mar-02 Mar-03 Mar-04 Mar-05 Mar-06 Mar-07Top Cap Mid Cap SmallCap
Figure 4.2. サイズ別の相対収益の推移

Table 4.1. サイズ別のパフォーマンス

Top Cap Mid Cap Small Cap

相対収益率 0.8 2.3 2.5

標準偏差 5.6 5.5 6.4

• Top Cap インデックス：Total Market インデックスの修正時価総額上位約 50%

• Mid Cap インデックス：Total Market インデックスの修正時価総額中位約 35%

• Small Cap インデックス：Total Market インデックスの修正時価総額下位約 15%

サイズ効果にはマーケットにおいて大型株の株価が高くなり、相対的に小型株の株価がが割安に

なり小型株が再評価されるといった周期性がるように思われる，相対収益率は時価総額が小さい方

が高いことが分かった．しかしパッシブ運用を行うだけでは相対収益の増大化は見込めず期間中に

適切な投資比率の見直しを図るようなアクティブ運用を行う必要があると考えられる．
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4.1.3 PBR効果

0.40.60.811.21.41.6

Mar-88 Mar-89 Mar-90 Mar-91 Mar-92 Mar-93 Mar-94 Mar-95 Mar-96 Mar-97 Mar-98 Mar-99 Mar-00 Mar-01 Mar-02 Mar-03 Mar-04 Mar-05 Mar-06 Mar-07Value Growth
Figure 4.3. Value,Growth の相対収益率の推移

Table 4.2. Value,Growth のパフォーマンス

Value Growth

相対収益率 3.6 -1.0

標準偏差 5.4 5.8

サイズ効果とは違いValue/Growthには周期性は観測されなかった。Valueの累積相対収益を増
大を続けておりGrowthの累積相対収益は現象を続けている。そして，サイズ効果より相対収益が
高く変動も小さいことが計測された．長期間にわたって日本ではは Growthよりも Valueに優位
性がある，PBR効果を確認ですることが出来た．よって PBR効果に着目した投資手法は日本に
おいても有効であると思われる．また、Smallに投資するよりもValueに投資する方が長期的には
相対収益の増大化を図ることができると考えられる．
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5 ポートフォリオ構築と実証分析

本章では理論に基づき日本株式市場のデータを用いてポートフォリオを構築する．資本分散型生

成関数である Dp関数を用いて市場に対して資産の分散化を図る関数,割安株に対して資産の分散
化を図る関数を考える．時価総額ウエイトを用いて生成される時価総額ポートフォリオと PBRウ
エイトを用いて生成される PBRポートフォリオを分析し裁定ポートフォリオになりえるのか考察
を行う．さらに，「PBR効果」に「サイズ効果」の性質を加えた改良型 PBRポートフォリオを構
築し分析を行う.

5.1 株式市場データと投資可能集合

5.1.1 株式市場データ

本論文を分析するにあたり日経 needs financial questよりデータを取得した．Figure 5.1 は 6年
間の東京証券取引所での上場企業数と上場企業全体の時価総額の推移である．対象期間中に東京証

券取引所に上場している企業の月次時価総額データ,純資産，月次純資産倍率（PBR）を用いた.
理論に基づき企業は合併や倒産は行わないと仮定する．従って上記期間において上場している企業

のデータのみを対象とした．2007年 3月までの東京証券取引所での企業数は 1714社，市場全体の
時価総額は約 550兆円であった．Figure 5.1は実際の市場とは異なることに注意したい．

0.E+001.E+082.E+083.E+084.E+085.E+086.E+087.E+08

2001/03 2002/03 2003/03 2004/03 2005/03 2006/03 2007/03YEAR
TOTALMARKET V
ALUE

135014001450150015501600165017001750
NUMBER OF COM
PANIES

TOTAL MARKET VALUENUMBER OF COMPANIES

Figure 5.1. 東京証券取引所上場企業数と市場の時価総額の推移
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5.2 資産分散型生成関数

ポートフォリオを生成する生成関数の表記は第３章で紹介した．生成関数にはエントロピー関

数,ジニ関数など様々な生成関数が存在する．本節では数ある生成関数の中で資産分散型生成関数
である Dp関数から，サイズ生成関数,PBR生成関数によってポートフォリオを構築し,分析を行
う.ここで資産分散型生成関数においてパラメータｐの値はポートフォリオのリスクとリターンの
特性に応じて調整することができる．本節ではｐ＝ 0.7として分析を行う．

0 < p < 1において

Dp(x) =
( n∑

i=1

xp
i

)1/p

と定義したとき，これは分散化の測度である．

Dp で生成された時価総額加重平均ポートフォリオのウェイトは，

πi =
Xp

i (t)(
Dp(X)

)p

である, P → 1にすると π は市場ポートフォリオに近づく.ドリフト過程は

dΘ(t) = (1 − p)γ∗
π(t)dt

5.2.1 サイズ効果ポートフォリオ

4章において，小型株に投資をした方が収益率が高いことが分かった．「サイズ効果」を投資戦略
に組み入れる場合、時価総額の小さな銘柄の保有比率を高めたポートフォリオを構築できるサイズ

効果ポートフォリオを用いれば良い．サイズ効果ポートフォリオを生成する関数をサイズ生成関数

とする.
市場ポートフォリオ µの保有比率は時価総額加重平均によって求めることができる．

µi(t) =
Xi(t)

X1(t) + · · · + Xn(t)

0 < p < 1において

Dp(x) =
( n∑

i=1

xp
i

)1/p

サイズ生成生成関数は 0 < p < 1において

S(µ(t) = Dp(µ(t)) =
( n∑

i=1

µp
i

)1/p

と定義できる.
サイズ生成関数で生成されたサイズ効果ポートフォリオの投資比率は，

πi =
µp

i (t)(
Dp(µ(t))

)p

である.
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Figure 5.2. サイズ効果ポートフォリオにおける相対収益の推移（P=0.7）

5.2.2 サイズ効果関数の P値

P値を１に近づけることで市場ポートフォリオと保有比率が近くなることによって，相対収益率
は小さくなり標準偏差も小さくなる．P値を大きくすることで相対収益率を最大化することができ
るが市場ポートフォリオに対して分散化させることになるのでリスクも高くなることに注意した

い．また，中期的に裁定となるポートフォリオであることが示された．

0%10%20%30%40%50%60%

2001/03 2002/03 2003/03 2004/03 2005/03 2006/03 2007/03YEAR
RELATIVE RETUR
N(%) P=0.4P=0.5P=0.6P=0.7

Figure 5.3. P値の変化によるサイズ効果ポートフォリオにおける相対収益の推移
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Table 5.1. P値の変化によるサイズ効果ポートフォリオのパフォーマンスの変化

ｐ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

相対収益率 (% ) 27.2 23.9 20.5 17.1 13.6 10.3 7.0 3.9 1.0

標準偏差 (% ) 18.1 16.7 15.2 13.7 12.1 10.5 9.1 7.9 7.2

相対収益率/標準偏差 1.52 1.43 1.35 1.25 1.13 0.98 0.77 0.49 0.14

5.2.3 PBR効果ポートフォリオ

PBR効果ポートフォリオは PBRの値を加重平均した PBRウエイトと Dp関数で構築できる．
投資戦略に PBR効果」を組み入れる場合、PBRの値が小さい銘柄の保有比率を高めることがで
きる PBR効果ポートフォリオを用いれば良い．

i番目の会社の帳簿価格を bi(t) > 0と仮定する．この会社の時点 tにおける PBRi(t) = Xi(t)/bi(t)
である．この比率が高い（成長株），低い（割安株）で区別する際に用いられる．

PBR効果ポートフォリオを構築する生成関数を PBR生成関数と呼ぶことにする．

市場 PBRウエイトを µ
′
として次式で定義する．

µ
′

i(t) =
PBRi(t)

PBR1(t) + · · · + PBRn(t)

PBR生成関数は 0 < p < 1において

S(µ
′
(t)) = Dp(µ

′
(t)) =

( n∑
i=1

µ
′p
i

)1/p

と定義できる. PBR生成関数で生成された PBR効果ポートフォリオの投資比率は，

πi =
µ

′p
i (t)(

Dp(µ
′(t))

)p

である.
PBR関数のパラメータ P値を 0に近づけることによって市場ポートフォリオより PBRが低い
企業の保有比率を高めたポートフォリオを構築できる特徴がある．
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Figure 5.4. PBR効果ポートフォリオにおける相対収益の推移（P=0.7）

5.2.4 PBR関数の P値

0%5%10%15%20%25%30%35%40%45%50%
2001/03 2002/03 2003/03 2004/03 2005/03 2006/03 2007/03YEARRELATIVE RETUR

N(%) P=0.5P=0.7P=0.9
Figure 5.5. P値の変化による PBR効果ポートフォリオにおける相対収益の推移（P=0.7）

Pの値を小さくしても標準偏差はあまり変わらないが，相対収益率の増加は確認できる．ポー
トフォリオの価値変動に関して PBR値の大小は関連がないが，収益性を考えると分散化を行い
低 PBRの銘柄の保有比率を高めることが有効である．また，裁定ポートフォリオであることが示
せた．
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Table 5.2. P値の変化による PBR効果ポートフォリオのパフォーマンスの変化

ｐ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

相対収益率 (% ) 11.2 10.2 9.3 8.3 7.3 6.3 5.3 4.5 3.7

標準偏差 (% ) 19.2 18.7 18.3 17.9 17.5 17.2 17.1 17.2 17.6

相対収益率/標準偏差 0.58 0.54 0.50 0.46 0.41 0.36 0.31 0.26 0.21

5.2.5 サイズ効果ポートフォリオと PBR効果ポートフォリオの比較

0%5%10%15%20%25%30%35%40%45%
2001/03 2002/03 2003/03 2004/03 2005/03 2006/03 2007/03YEARRELATIVE RETURN(

%) PBR効果サイズ効果

Figure 5.6. サイズ効果ポートフォリオと PBR効果ポートフォリオの比較（P=0.7）

Figure 5.6 よりサイズ効果ポートフォリオと PBR効果ポートフォリオは裁定ポートフォリオと
なり、一般的には PBR効果ポートフォリオの方がパフォーマンスが良いといえるが、パフォーマ
ンスが悪い期間も存在する. Figure 5.7は 1988年 3月から 2007年 3月まで Russell/Nomura日本
株インデックスの相対収益を示すものである.「PBR効果」を含む割安株の方が「サイズ効果」の
性質を含む小型株よりも優位性があり，PBR効果/サイズ効果の性質を含んだ小型株/割安株の方
がパフォーマンスが良いことが分かった。2006年から後半にかけての割安株より小型株の方が相
対収益の減少が大きいが本研究の結果とは逆の結果になっている.原因として考えられるのは投資
可能集合の銘柄群が金融機関などを含まない為だと考えられる．
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Figure 5.7. サイズ効果と PBR効果の推移

5.3 改良型PBR効果ポートフォリオ

Figure 5.7より PBR効果/サイズ効果をの二つの特徴を踏まえたポートフォリオが個々の性質
を用いた投資戦略よりも有効であることが分かった.そこで二つの性質を踏まえたポートフォリオ
を構築する. 改良型 PBR関数は市場ポートフォリオの保有比率に簿価を用いて重みをつけること
によって行う.

i番目の会社の帳簿価格を bi(t) > 0と仮定し，bi(t)は定数とする．この会社の時点 tにおけるPBR
はXi(t)/bi(t)である．この比率が高い（成長株），低い（割安株）で区別する際に用いられる．こ
こでは加重平均 PBRとして µi(t)/bi(t)の比率を考える．この生成関数を改良 PBR生成関数と呼
ぶことにする．

市場の加重平均 PBRは次式で与えられる．

n∑
i=1

µp
i (t)

bi(t)

ポートフォリオ生成関数

S(x, t) =
( n∑

i=1

xp
i

bi(t)

)1/p

は，次式で与えられるようなウェイトを持つポートフォリオ πを生成する．

πi(t) =
µp

i (t)
bi(t)Sp

(
µ(t)

)
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Figure 5.8. 改良型 PBRポートフォリオによる相対収益率（P=0.7）

Table 5.3. P値の変化による改良型 PBRポートフォリオのパフォーマンスの変化

ｐ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

相対収益率 (% ) 45.6 41.3 37.1 33.0 29.0 25.1 21.3 17.6 13.9

標準偏差 (% ) 24.2 23.5 22.7 22.0 21.2 20.4 19.6 18.7 17.8

相対収益率/標準偏差 1.88 1.76 1.63 1.50 1.37 1.23 1.09 0.94 0.78

Figure 5.8 サイズ効果と PBR効果の両方の性質を踏まえた改良型ポートフォリオは裁定ポート
フォリオであることがいえた.サイズ効果ポートフォリオよりも良いことが言えるが,PBR効果ポー
トフォリオと比較した場合悪い期間（2003年）がある。不景気であるときは PBR効果はマイナス
の影響を与えるなかで時価総額に小さい銘柄に投資を行うためであると考えられる.しかし、その
後の相対収益率の推移をみると明らかに改良型ポートフォリオのほうが優位であるといえる.
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6 結論

6.1 総括

本論文では，Fernholz によって提唱された確率ポートフォリオ理論に基づき，アノマリーに着
目した生成関数を定義し日本市場における実証分析を行った．

今回新たに提案した PBR効果ポートフォリオ，改良型 PBRポートフォリオは共に裁定ポート
フォリオであることが示せた.計測期間中この二つのポートフォリオは先行研究で裁定ポートフォ
リオであることが示されていたサイズ効果ポートフォリオよりも高い収益を上げることが確認でき

た.分散化を図ることによって市場ポートフォリオに対するポートフォリオが中期的に優位である
傾向が観測された. これは計測期間中の 2001年 3月から 2007年 3月において日本市場で「サイズ
効果」および「PBR効果」が計測期間中に有効であった事を示唆する.本研究では，これら双方の
特性を生かした割安株/小型株による資産の分散化を図るモデルを提案し，相対収益のさらなる高
収益化を試みた.検証の結果，他の生成関数よりも優位なポートフォリオが構築できた.

6.2 考察

「サイズ効果」と「PBR効果」を複合した改良型 PBRポートフォリオは個々のポートフォリ
オよりパフォーマンスがよい結果となった．確率ポートフォリオ理論では時価総額が小さい銘柄

に幅広く分散投資を行えば企業の倒産リスクによらず高い収益を得ることだ出来るとしているが，

低 PBR銘柄にも幅広く分散投資を行うことによって同じことが言えるのではないかと考えられる．
しかし，低 PBRに分類される企業は業績が低迷している企業と市場に評価されていない企業の二
種類がある．パフォーマンスをあげる為には一定の基準で投資対象を制限する必要があると考えら

れる．また，ポートフォリオの実際の運用に際して，リバランス時における手数料が問題となるた

め，最適なリバランス期間の推定が必要不可欠である．
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