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骨格粒子モデルの動的追跡法 

 

Dynamic Analysis for the Behavior of Particle model 
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This paper simulates the behavior of collapse by the particle model analysis. The landslide 

and liquefaction of the soil have been studied by the distinct element method. This method 
usually uses the circular element as the judgment for contact is not so complex, while there is 
the problem that the circular element more rotates than actual particles.  Therefore, we propose 
some method to resolve these problems. 
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1. はじめに 

 

崖崩れや地盤の液状化などは個別要素法によって

研究されている。砂などの地盤材料は本来砂粒のよ

うな粒子が集まって出来ており、従来はこうした地

盤を連続体の解析手法で検討してきた。個別要素法

は不連続体の解析手法であり、地盤本来の粒子群の

動きを直接扱うことができるという点で地盤や岩盤

の検討を行う際に非常に優れた手法である。 
個別要素法における問題に、計算時間が挙げられ

る。そのため接触判定が単純であり計算経済性が高

いという理由から、従来の研究ではほとんどの場合

円形要素を用いて解析を行っている[4]。しかし円形

要素を用いた際には回転しやすく実際の円粒子以上

に回転してしまうなどの問題がある[3]。 
 

 

 

 

 

 

2. 研究目的 

 
個別要素法における要素の回転を抑制するため、

次の項目に関する検討を行う。 
(１)ばね定数の検討 
(２)要素形状の検討 
 
3．個別要素法の概要 
 
個別要素法（Distinct Element Method）は Cundall

によって提案された手法で、不連続な要素の集合体

に対し個々の要素が運動方程式を満足し、要素間の

力の伝達が作用・反作用の法則に従うことを条件に

集合体の動力学的挙動を数値解析するものである。

要素一つ一つについて運動方程式を解き、各時間に

おける要素の位置を逐次追跡するため、構造物の大

変形問題への適用が可能である。要素間相互作用力

は、接触粒子間に弾性ばね（ばね定数K ）と粘性ダ
ッシュポット（粘性定数K）があると想定し、それ

らによる力によって表現する。このとき、一つの要

素に注目すれば、その並進変位（u）および回転変
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位（\ ）に関する運動方程式は式(1)の形式に略記さ
れる。ここで、 I は慣性モーメントを示す。 

0 �� uuu Km &&& K    (1.a) 

022  �� \\K\ rKrI &&&   (1.b) 

しかしながら，通常一つの要素は周囲の数個の要

素と接触しているため，式(1)、式(2)のK やKはそれ
ら数個の接点に挿入されたスプリングやダッシュポ

ットの合成されたものとなり、未知変位uと\ を陰
に含む式(1)、式(2)の形式の連立方程式で解を得るこ
とは難しい。そこで式(1)、式(2)を時間増分 t' によ
って差分近似して計算する。 

ttttt Km '�'� �� ][][][ uuu &&& K   (2.a) 

> @ > @ > @ ttttt rKrI '�'� �� \\K\ 22 &&&  (2.b) 

したがって、新しい時刻 tにおける加速度 t][u&&
は、時刻 t' だけ前の変位と速度から得られる。新し
い時刻 tにおける加速度 t][u&& を数値積分すると、時刻
tにおける変位と速度が得られる。この計算を時間
刻み t' で繰り返すことによって要素の運動軌跡が
計算できる。以下に詳しい計算方法[2]を述べる。 

 
3.1 接触判定と相対変位増分 

任意の円形要素 iが時刻 tt '� から時刻 tまでの微
小時間 t' の間に Fig.1 に示す位置 ),( ii yxA から位置

),( iiii vyuxB '�'� に変位するものとする。このとき

変位増分の yx, 成分をそれぞれ ii vu '' , とし、その変

位にともなう要素の回転変位増分を i\' で表す。 
Fig.2 のように半径がそれぞれ ji rr , である２つの

円形要素 ji , は次の式(3)で表される条件を満足する
とき接触する。 

ijji Rrr t�    (3) 

ただし、 22 )()( jijiij yyxxR ���   (4) 

また接触点の位置を識別するために要素 ji , の中
心を結ぶ共通法線が x軸となす角 ijD を用いる。この
角度 ijD と要素の座標との関係は次式で表される。 

ijjiij Ryy )(sin �� D   (5.a) 

ijjiij Rxx )(cos �� D   (5.b) 

接触する 2要素 ji , の微小時間 t' における相対変
位量の法線方向ならびにせん断方向成分は角度 ijD

を用いてそれぞれ次式で与えられる。ただし、添え

字 sn , はそれぞれ法線およびせん断方向を表す。 

ijjiijjin vvuuu DD sin)(cos)( '�'�'�' ' (6.a) 

)(

cos)(sin)(

jjii

ijjiijjis

rr

vvuuu

\\

DD

'�'�

'�'�'�'� '
(6.b) 

 
 

 
Fig.1 Coordinates and displacements of disc element 

 

 

Fig.2 Relative contact displacement  
between two elements 

 
3.2 粒子間作用力 

 

 

Fig.3 Elastic spring and viscous dashpot  
assumed for contact 

 

tt '�  

t  

t'  
� �iiii uyuxB '�'� ,  

� �ii yxA ,  

iT  

iT'  

iu'  
iv'  

iT  

iT  � �ii yx ,

jT  
jT'  

su'  

nu'  
iT'  

� �jj yx ,  
ijD

jiD
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Fig.3に示すように 2要素 ji , の接触面に作用する
力を、法線方向に作用する圧縮力 nf と接線方向に作
用するせん断力 sf （要素 iに関し時計方向を正）に
分けて考える。 

 
3.2.1 法線方向成分 

Fig.3(a)に示すように、微小時間 t' における法線方
向の相対変位増分 nu' に比例した抗力増分 ne' を生

じる弾性スプリング（ばね定数 nk ）と相対変位速度
tun '' に比例した抗力 nd' を生じる粘性ダッシュ

ポット（粘性定数 nK ）の並列配置を仮定する。ただ
し、圧縮力を正とする（以下同じ）。 

nnn uke ' '    (7.a) 

tud nnn '' ' K    (7.b) 

したがって時刻 tにおいて法線方向に作用する弾
性抗力 > @ tne と粘性抗力 > @ tnd は次式のようになる。 

> @ > @ nttntn eee '� '�    (8.a) 

> @ ntn dd '     (8.b) 

しかし、粒子間の引張抗力を認めないので、以下

のような条件を付け加える。 

> @ 0�tne  のとき、 > @ > @ 0  tntn de   (9) 

以上より、時刻 tにおける 2 要素間の法線方向圧
縮力 tnf ][ は次式で計算される。 

> @ > @ tntntn def � ][    (10) 

 
3.2.2 接線方向成分 

Fig.3(b)に示すように、接線方向の相対変位増分

su' に対しても同様にせん断抗力を与える弾性スプ

リング（ばね定数 sK ）と粘性ダッシュポット（粘性
定数 sK ）の並列配置を仮定する。要素 iに関し時計
回りを正とすると、弾性抗力増分 se' と粘性抗力 sd'
は 

sss uke ' '    (11.a) 

tud sss '' ' K    (11.b) 

したがって時刻 t において接線方向の弾性抗力
> @ tse と粘性抗力 > @ tsd は次式のようになる。 

> @ > @ sttsts eee '� '�    (12.a) 

> @ sts dd '    (12.b) 

上式には次の２つの条件を付け加える。 

> @ 0�tne  のとき、 > @ > @ 0  tsts de  (13) 

> @ > @ tnts ee �! P のとき、 

> @ > @ > @� �tstnts esignee �� P   (14.a) 

> @ 0 tsd     (14.b) 

ここにP は粒子間の摩擦係数、 )(zsign は変数 zの
正負表すものとする。 
これらの条件は接触点近傍のせん断変形が主とし

て要素間の摩擦力によって生ずることを意味し、条

件式(13)は非接触状態を、条件式(14)は摩擦力の限界
を、それぞれ表している。 
以上より、時刻 tにおける 2 要素間の接線方向せ
ん断力 tsf ][ は次式で計算される。 

> @ > @ tststs def � ][    (15) 

 

3.3 運動方程式の差分近似 

注目する要素 iと接触するすべての要素 jについ
て接触力 tnf ][ 、 tsf ][ を求めると、要素 iに関する
それらの x方向分力 iX と y方向分力 iY 、ならびに
要素 iの中心周りのモーメント iM （反時計回りが
正）を次式により求める。 

> @ > @ > @^ `¦ �� 
j

ijtsijtnti ffX DD sincos    (16.a) 

> @ > @ > @^ `¦ ��� 
j

iijtsijtnti gmffY DD cossin (16.b) 

> @ > @^ `¦� 
j

tsiti frM     (16.c) 

ここで¦ は要素 iに接触するすべての要素 jに
関する総和を表し、また im は要素 iの質量であり、

gmi は重力が作用することによる。 
加速度を作用力の陽関数とみなして変形した運動

方程式(2)を時間増分 t' で差分近似すれば、右辺の作
用力は式(16)で与えられるから、時刻 tにおける加速
度は次式のようになる。 

> @ > @ ititi mXu  &&    (17.a) 

> @ > @ ititi mYv  &&    (17.b) 

> @ > @ ititi mM \&&    (17.c) 
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ここに iI は要素 iの慣性モーメントであり、密度
を U として 24rI i SU である。 
時刻 tにおける変位速度は上式を時間増分 t' に関

し積分して、 

> @ > @ > @ tuuu tittiti '�� '�
&&&   (18.a) 

> @ > @ > @ tvvv tittiti '�� '�
&&&   (18.b) 

> @ > @ > @ ttittiti '�� '� \\\ &&&   (18.c) 

上式をさらに t' で積分すれば、時間増分 t' 間の
変位増分は次式となる。 

> @ > @ > @^ ` 2tuuu tittiti '��' ' '�
&  (19.a) 

> @ > @ > @^ ` 2tvvv tittiti '��' ' '�
&  (19.b) 

> @ > @ > @^ ` 2ttittiti '��' ' '� \\\ &  (19.c) 

このようにして定められた変位増分を時刻 tから
tt '� までの新たな変位増分に仮定して、再び式(6)

から式(19)までの演算を繰り返す。このようにして
時間増分 t' ごとの変位増分が逐次計算できる。 
 
4．楕円要素の計算手法 
 
基本的な計算手法は円形要素の場合と同じである。

しかし、接触判定と粒子間作用力の計算に相違があ

る。先ず、本節では文献[5]に示された楕円の接触判
定を詳しく述べ後、接触点位置の決定手順を示す。 

 
4.1 接触判定 

 

   

 (a) (b) 
Fig.4 Contact of ellipse model 

 

Fig.4のように 2つの楕円要素 ji , の接触について
考える。要素 jの中心を原点として、長軸方向に x軸
を、短軸方向に y軸をとった local座標系において、
この要素 jを半径 1の単位円へと変換した場合の変
換後要素 iは次式で表せる。 ba , は楕円要素の長軸、
短軸半径、Tは要素の傾き、 kh , は要素の中心点位
置を表す。 

1
)()(

2

2

2

2

 
��

�
��

i

yyy

i

xxx

b
oypxn

a
oypxn

  (20) 

)cos( jijx an TT �    (21.a) 

)sin( jijy an TT ��   (21.b) 

)sin( jijx bp TT �    (21.c) 

)cos( jijy bp TT �    (21.d) 

)(sin)(cos ijiijix kkhho ��� TT  (21.e) 

)(cos)(sin ijiijiy kkhho ���� TT  (21.f) 

ここで変換後要素 iの中心点位置を ),( ''
ii kh とし、

傾きを '
iT とする。変換後要素 iの中心を原点とした

場合、楕円を表す式においてその x項、 y項が消去
され、傾きを 0とした場合、その xy項が消去される
ことから式(20)より次式を得ることが出来る。 

ABD
FDEBhi 4

2'
2 �
�

    (22.a) 

ABD
EDAFki 4

2'
2 �
�

    (22.b) 

¸
¹
·

¨
©
§
�

 �

BA
D

i
1tan

2
1'T    (22.c) 

 
2222
yixi nanbA �    (23.a) 
2222
yixi papbB �    (23.b) 

yyixxi pnapnbD 22 22 �   (23.c) 

yyixxi noanobE 22 22 �   (23.d) 

yyixxi opaopbF 22 22 �   (23.e) 
222222
iiyixi baoaobG ��   (23.f) 

式(22)を式(20)に代入し変換後要素 iを表す次式を
得る。 

1
''

22

 
�
�

� BK
y

AK
x    (24) 
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'cos'sin'sin'cos' 22
iiii DBAA TTTT �� (25.a) 

'cossin'cos'sin' 22
iiii DBAB TTTT ��  (25.b) 

GFkEhkDhBkAhK iiiiii ����� ''''2'2'  (25.c) 

式(24)より変換後要素 iは長軸半径 'AK� ，短軸

半径 'BK� の楕円であることがわかる。 
接触判定はこの変換後要素 iの長軸、短軸半径に

それぞれ 1をプラスすることで、要素 jを原点とみ
なし拡張要素 iが原点を含むかの判定を行う。楕円
要素 ji , は次の式(26)で表される条件を満足すると
き接触する。 

� �
� �

� �
� � 01

'/1

'cos''sin'

'/1

'sin''cos'
2

2

2

2

d�
��

�
�

��

��

BK

kh

AK

kh iiiiiiii TTTT

 (26) 

要素 ji , が式(26)を満たすとき、2要素の接触点位
置は拡張要素 i上の原点である。 
拡張要素 iの表面上の任意の点は次式で表せる。 

¿
¾
½

¯
®
­
�
¿
¾
½

¯
®
­
�
�

»
¼

º
«
¬

ª �
 
¿
¾
½

¯
®
­

'
'

sin)'1(
cos)'1(

'cos'sin
'sin'cos

i

i

ii

ii

k
h

b
a

y
x

M
M

TT
TT

 (27) 

このとき '','' BKbAKa � �   (28) 

しかし接触判定には精度誤差があり一般に原点は

拡張要素 i上には存在せず、その近傍にある。この
場合、拡張要素 i近傍の原点を接触点位置とする。
拡張要素 i近傍の原点は式(27)から次式で表せる。 

¿
¾
½

¯
®
­
�
�

 
¿
¾
½

¯
®
­
»
¼

º
«
¬

ª
��
���

'
'

sin
cos

'cos)'1('sin)'1(
'sin)'1('cos)'1(

i

i

b

a

ii

ii

k
h

ba
ba

M
M

TT
TT

 (29) 

よって次式を得る。 

� �'sin''cos'
1'

1cos iiiia kh
a

TTM ��
�

  (30.a) 

� �'cos''sin'
1'

1sin iiiib kh
b

TTM �
�

  (30.b) 

拡張要素 iを変換後要素 iへと縮小したとき、拡張
要素 i上の点は偏角を変えずに変換後要素 i上に移
動する。誤差のため拡張要素 i近傍にある原点は次
のように定義される変換後要素 iの近傍点 ),( 00 yx
に移動する。 

¿
¾
½

¯
®
­
�
¿
¾
½

¯
®
­
»
¼

º
«
¬

ª �
 
¿
¾
½

¯
®
­

'
'

sin
cos

'cos''sin'
'sin''cos'

0

0

i

i

b

a

ii

ii

k
h

ba
ba

y
x

M
M

TT
TT

 (31) 

以上で求めた変換後要素 iの近傍点 ),( 00 yx に変

換前要素 iへの変換を施すことにより全体座標系で
の接触点 ),( cc yx を得る。 

jjjjjc hbyaxx �� TT sincos 00  (32.a) 

jjjjjc kbyaxy �� TT cossin 00  (32.b) 

 
4.2 相対変位増分 

Fig.5に示すように、円要素の場合と異なり、楕円
要素における接触点Cは 2要素の重心を結ぶ直線

jiOO 上に存在しない状態が生じる。よって法線方向

の相対変位増分にも 2要素の回転変位増分の影響を
考慮しなければならない[3]。法線方向と接線方向の

t' 間の相対変位増分 nu' 、 su' は次式で与えられる。 

)cos()cos(

cos)(sin)(

ZTIZTI

ZZ

�'��'�

'�'�'�' '

jjjiii

jijin

rr

vvuuu
 (33.a) 

)cos()sin(

sin)(cos)(

ZTIZTI

ZZ

�'��'�

'�'�'�' '

jjjiii

jijis

rr

vvuuu
 (33.b) 

 

 
Fig.5 Contact point of Element 

 
ただし iu' 、 iv' 、 iI' はそれぞれ x軸、 y軸、回転
方向での t' 間の変位増分、接触点から要素 ji, の重

心までの距離をそれぞれ ir 、 jr とし、接触点を表す
角度 iT 、 jT を Fig.5のように決める。せん断力が働
くと考えた直線の角度Zは、その直線と x軸とのな
す角度が等しくても、点 iO ， jO の y座標値の大小関

係でS だけ変化する。 

y  

x  iY  
iO  

jT  

C  
Z  

ir  
jr  

jO  

jY  

iX  

iT  

jX  
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4.3 力の総和 

法線と接線方向の接触力 tnf ][ 、 tsf ][ は円要素と

同様に計算し、要素 iに作用する x方向分力 iX と y
方向分力 iY 、ならびに要素 iの中心モーメント iM

（反時計回りを正）を次式により求める。 

> @ > @ > @� �¦ �� 
j

tijitijiti TNX ZZ cossin   (34.a) 

> @ > @ > @� � gmTNY i
j

tijitijiti �� ¦ ZZ sincos   (34.b) 

> @ > @ > @� �^

> @ > @� � `ijtijitiji

j
iitijitijit

rTN

rTNM

TZZ

TZZ

cossincos

sincossin

��

� ¦
(34.c) 

円要素と同様に式(17)から加速度を求め、式(18)
から変位速度、式(19)から変位増分を計算する。 

 
5．材料定数の決定法 
 

5.1 ばね定数 

5.1.1 波動論に基づく方法 

ヤング率 E、ポアソン比Q 、密度J 、間隙比 eの
解析対象媒質を波動論に基づいて質量mと接触ば
ねからなる粒子モデルに置換すると、法線方向ばね

sk 、接線方向ばね sk は次のようになる。 

2 21 1,
4 4n p s sk V k VU U  π π  (35) 

ここに、 2 , (1 )m r eU U J  �π   (36) 

2
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5.1.2 ヘルツの弾性接触理論による方法 

 

 

 
Fig.6 Hertz contact theory 

円形粒子間に圧縮力が作用する時の弾性係数 K

は、ヘルツの弾性接触理論にもとづいて次のように

算出することが出来る。 
半径がそれぞれ ji rr , 、ヤング率 E、ポアソン比Q 、
長さが1である2つの円形粒子に圧縮力 qが作用し、
2つの粒子中心の接近量がG で接触幅がbであると
すると、G と qの関係は次式で表される。 
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簡単のために、いま２つの円形粒子の大きさが等

しいとすると（ rrr ji   ）、法線方向の弾性係数 nk は
次式で与えられる。 
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 (41) 

粒子が平板に接触する場合もそれに対応するヘル

ツの接触理論を用いて算出することが出来る。 
一方、せん弾方向の弾性係数 sk は nk に対応する係
数 sを用いて次式から決定する。 

sk
u
ek n

s

s
s  
'
'
    (42) 

 

5.2 減衰定数 

減衰について、ばねとダッシュポットからなる１

質点系を想定し、法線・接線方向の減衰定数をそれ

ぞれ nh 、 sh とすると以下のように表される。 

nnn kmh ・・2 K    (43.a) 

sss kmh ・・2 K    (43.b) 
 
6．解析結果 
 

6.1 要素ばねの検討 

波動理論、ヘルツの弾性接触論に基づいてばね定

数を設定し、それぞれ解析を行った。円要素 3000
個を自由落下により容器にパッキングし、安定状態

に至るまでの要素の速度の経時変化を Fig.7、Fig.8
に示す。その後振幅 gal400 、振動数 Hz10 の正弦波
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を水平方向に入力した。解析に用いた物性値ならび

に計算条件は Table 1である。 
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Fig.7 Velocity-1 
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Fig.8 Velocity-2 

  
 

Fig.9 The analytical model-1 
 
 

          

 
 No.565   No.1453     No.2671 

 
Fig.10 Trajectory of element-1 

 
要素の yx , 、回転方向の挙動が Fig.8のヘルツの弾
性接触論から導いたばね定数を用いた方が Fig.7の
波動論から導いたばね定数を用いた場合よりも早く

収まることが確認できる。 
Fig.9にヘルツの弾性接触論から導いたばねを用
いた場合の解析モデルの加振前後の結果を示す。振

動により締め固められ、間隙率は初期値が 17,95%で
あったのが 16,86%と減少した。また波動論から導い
たばねの場合間隙率は初期値が 18,08%であったの
が 16,50%となった。 

Fig.10はヘルツの弾性接触論から導いたばねを用
いた場合の要素の加振時の軌跡である。要素が水平

方向に振動しながら沈下していることがわかる。地

底付近より地表付近の要素の方が加振による影響が

大きく表れている。 
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Table 1 Data of the analytical model 
ヤング率(粒子) 9109.4 u  2mN  
ヤング率(壁) 9109.3 u  2mN  
ポアソン比(粒子) 23.0  ][�  
ポアソン比(壁) 25.0  ][�  
摩擦係数(粒子) 17.0  ][�  
摩擦係数(壁) 25.0  ][�  
減衰定数 0.1  ][�  
粒子半径 0.15.0 �  cm  
粒子密度 31048.2 �u  3cmkg  
時間刻み 6101 �u  ][�  
粒子数 3000  ][�  
容器幅 50  cm  

Table 2 Data of the analytical model 
楕円長軸半径 0.15.0 �  cm  
ばね定数(法線方向) 5100.3 u  mN /  
ばね定数(接線方向) 4100.5 u  mN /  
容器幅 45  cm  

 

6.2 要素形状の検討 
楕円要素 300個を導入し円要素の場合と同様に解

析を行った。解析に用いた物性値ならびに計算条件

は Table 1、Table 2である。また楕円の偏平率は 0.5
とした。計算の簡易化のためばね定数は一定とした。

円と同様に安定に至るまでの要素の速度の経時変化

を Fig.11に示す。 
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Fig.11 Velocity-3 
 
 
 

  
 

Fig.12 The analytical model-2 
 
 
 

 No.52 No.220 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig.13 Trajectory of element-2 

 
図より楕円要素を導入したことにより回転速度が

早く収まることが確認できる。 
Fig.12は解析モデルの加振前後の結果である。振
動による沈下を確認できる。間隙率は初期値が

16.27%であったのが 11.92%となった。 
Fig.13は楕円要素の加振時の軌跡である。要素が
水平方向に振動しながら沈下していることがわかる。

地底付近より地表付近の要素の方が加振による影響

が大きく表れている。 
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7．結論 
ばね定数が解析結果へ与える影響を確認した。ヘ

ルツの弾性理論に基づきばね定数を算定したことに

よる要素の回転抑制を確認した。これは接触圧や接

触幅を考慮したばねが有効に作用した結果といえる。 

また楕円要素を用いたことによっても要素の回転

抑制を確認した。要素形状の違いによる粒子の挙動

に差が認められ、今後要素形状の与える影響につい

ても更なる検討を進める必要がある。また本論で導

入した楕円の接触判定手法の誤差について、偏平率

の適用可能範囲を検討する必要がある。 
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