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研究成果の概要（和文）：粒子法は計算点である粒子の配置に制約がない。この特徴を生かし電子状態の動的な
変化を解析する手法を開発することが目的である。電子状態の動的な変化をとらえるために、時間依存の波動方
程式を、粒子法との相性が非常に良いBohm形式を用いて解く手法を開発した。Bohm形式では波動関数の値が非常
に小さいところでは数値的に不安定になるが、節のない基底状態と励起状態の線形結合を作ることにより対応で
きるようにした。また粒子法において粒子分布の過度な集中や疎状態になる場合、精度が低下してしまうという
欠点があるが、計算点の動的な追加および削除を行うことで、計算精度を維持することが可能となった。

研究成果の概要（英文）：The particle method has no restriction on the particle arrangement, where 
the calculation is performed.  The purpose is, by using this feature, to develop the method to 
analyze the dynamics of the electronic state. In order to describe the time evolution of the 
electronic state, we have developed a new method to solve the time-dependent wave equation, using 
the Bohmian that is very compatible with the particle method. In this form, there is also numerical 
instability in the region, where the value of the wave function was very small. However, we have 
successfully solved these difficulties by a linear combination of the ground state and the other 
excited states, where there is no node． When the particles are, on the other hand, too densely or 
sparsely distributed, the accuracy in the particle method are degraded. This also solved, by dynamic
 addition and deletion of the particles, to maintain the calculation accuracy.

研究分野： 計算材料科学

キーワード： 粒子法　SPH　電子状態計算　Bohm形式　線形結合　粒子の追加と削除

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
電子状態計算は実空間で解析するためには、一般に解析領域をあらかじめ等間隔のメッシュを切って、全域で計
算が行われる。原子や分子では電子密度がほぼゼロに近い領域でも計算を行うことになり、かなり無駄な計算が
行われており改善の余地があった。我々は、このような領域へ粒子（計算点）を配置することなく、電子状態に
合わせ高精度な計算が必要な領域へ集中的に粒子を配置する改善をおこなった。更に電子状態の動的な変化をと
らえるためには時間依存の波動方程式を解く必要があるが、粒子法との相性が非常に良いBohm形式を用いること
で、計算点が自動的に移動する手法を開発し、計算精度を維持することが可能となった。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 

材料物性の解明を行うために電子励起状態計算は必須である。従来の電子状態計算では、平面
波や Gaussian などの局在基底を用いる方法が一般的であったが、最近の計算機の発達ととも
に、より直感的に解析する実空間での解析手法も用いられるようになった。特に、高精度差分に
よる実空間解析は、これまでの基底を用いる計算と遜色ないレベルに達している。直観的な理解
を得ることができ、また規模の大きな系での電子状態の変
化を把握しやすいからである。得られた結果が直感的に理
解しやすいからである。 

一方、実空間の解析では主に流体解析の分野で発展して
きた粒子法がある。差分法(FD)はメッシュで解析領域を
区切り、その節点に物理量を持たせるが、粒子法はメッシ
ュの代わりに計算点(粒子)を用い、粒子に物理量を持たせ
る。この手法はメッシュを用いない手法であり、粒子間の
位置関係は固定されないため、計算点の配置の自由度が高
いという特徴がある。粒子法を電子状態に適用した場合、高精度な計算が必要な領域へ集中的に
計算点を配置することで、効率的な計算を行うことができる(図 1参照)。しかし、まだ未開発の
部分も多く SPHを用いて電子状態を効率よく計算することに関する研究はほとんど行われてい
なかった。 

 

２．研究の目的 

 流体等の解析で近年研究が進んでいる粒子法(SPH)を電子状態計算に適用する技術を開発す
ることが目的である。実空間での計算では基礎方程式を解く際に、粒子法ではメッシュの代わり
に計算点(粒子)を用い、粒子に物理量を持たせる。電子状態では差分法などのように、計算領域
全体で一様に計算を行っている場合が多い。この手法を用いると、精度が必要な領域に積分点を
集中させ、そうでない領域は粗く積分点を配置することで、計算効率を上げて電子状態計算を行
うことができる。特に分子などの計算では大幅な計算効率の向上が見込める。粒子間の制約もな
いことから、並列化も容易となる。 

 

３．研究の方法 

SPHを用いた実空間での電子状態解析手法の開発においては、以下の手順で行った。 

(1) 解析手法開発の初期段階では、比較的検討がしやすい電子状態を選び、SPH での粒子の配
置と精度の見極めを行う。また粒子分布の最適な配置を可能にする手法に関する検討を行う。精
度の比較は既に開発済みの実空間プログラムにより行う。 

(2) 様々な領域で電子状態計算に我々が開発しているプログラムを適用し、様々な物性値の計算
を行うことで、粒子法の優位性、有効性を示す。これにより実効性の高いプログラムに仕上げる。 

(3)当該解析手法の開発にあたって、粒子法の特徴を生かす解析例をあげ、その精度について比
較を行い手法の妥当性を検討する。 

 

４．研究成果 

(1) 試験的な SPHでの固有状態の解析 

単純な原子について、密度汎関数法に基づく電子状態計算を H，He，Liなどの原子について
行った。手法に関する違いに注目して FDの結果と比較するため、粒子は等間隔に配置した。粒
子間隔は 𝛥𝑥 = 0.2 a. u.で一定とした。系の大きさは 163 a. u. の立方体である。なお比較は 1𝑠 
軌道エネルギーにて行った。(Liは一部 2𝑠 についても実施 [引用文献①]) 

 その結果を図 2-1 に示す。若干の誤差はあるものの得られた結果はよく一致している。特に
SPHの結果と FDの結果はよく一致していることがわかる。 

 
図１．有限差分法と粒子法(SPH)

での計算点の違い。 

  

図 2-1．軌道のエネルギー比較。 

左が SPH、右が FD での結果。 

 

図 2-2．HEMT デバイスの 𝐼-𝑉 特性。 

SPH の結果と FD での結果がほぼ一致し

ている。 



また半導体デバイス HEMT の動作について SPH を利用した結果を図 2-2 に示す。これも同
様に FDの結果とよく一致していた。手法として精度が要求される電子状態計算 FD と同様の精
度で計算することが可能であることがこれらの結果から判明した。 

(2) 粒子の配置に関する検討 

上述の 2 例は固有状態を求める場合、つまり時間的に変化をしない系での解析である。SPH

では粒子の配置に関して自由度がある。これについても検討を行った。試行的な計算として、上
述の 2 ケースについて電子状態計算を等間隔配置から位置をランダムに数％程度まで移動させ
て計算を行っても精度に大きな影響はないことが分かった。これにより SPHの計算手法が精度
の上からも問題ないことがわかった。 

しかしながら、この場合に解くべき方程式は時間に依存しない Schrödinger 方程式である。
つまり粒子は固有状態を計算する点であり、動かすための点ではないので、粒子を精度が必要な
点に移動させることはできない。電子密度が高い場所に粒子を自動的に配置することはできな
い。 この点を解決するために考案したのが次節の手法である。 

(3) Bohm 形式の活用による粒子の移動 

固有状態が決定された状態に、電子状態へ外部からの摂動が加わる場合を想定して、その電子
状態を解析する手法について検討を行った。この場合には時間に依存する Schrödinger 方程式
を解く必要がある。通常の時間発展の形式として数値計算上 𝛥𝑡 の間に波動関数 𝜓(𝑡) の時間
発展は 𝜓(𝑡 + 𝛥𝑡) = exp (−𝑖𝐻Δ𝑡)𝜓(𝑡) を解くことになる。実際、実時間の時間依存密度汎関数法
ではこの手法で時間発展をさせている。 

一方、電子状態が波束として移動する場合を考慮
すると、Bohm形式による量子トラジェクトリ法が
ある。我々はこの手法と粒子法を直接組み合わせ、
時間発展をさせる手法を考案した。Bohm形式では 

𝜓(𝒙, 𝑡) = 𝑅(𝒙, 𝑡)𝑒𝑆(𝒙,𝑡) として時間発展をさせる。こ
の形で時間依存の Schrödinger 方程式を解くと、
𝑆(𝒙, 𝑡) に関する Hamilton-Jacobi の古典的な運動
方程式および電子の密度 𝜌 = |𝜓|2  に関する連続
の式が得られる。違いはポテンシャル部分が古典的
なポテンシャルに加え、量子ポテンシャル  𝑄 =
−𝛻2𝑅/𝑅 が加わっているところである。連続の式
が得られることから Lagrange 描像が可能になる。
つまり波束の動きに沿って粒子ごとの物理量の時
間発展を観測することが可能である。以降はその結
果を示したものである。 

まず良く知られた基本的な現象を考案した手法
で解析し、解析解との比較を行い精度の確認を行っ
た。図 3は二重スリットによる波束の干渉を粒子法
で解析したものである。この系では二重スリットの
遠方上（この図では紙面の裏側）に 1つの波源があ
ると仮定し、スリットに到達したときは、ほぼ平面
波とみなせるとする。その結果スリットからは波源
を同一とするGaussianがそれぞれ放出されること
になる。 

図 3 (上)は二重スリットから出てくる独立した波
束が時間とともに干渉していく様子がわかる。図
3(中)は、その干渉している波束の様子を電子密度
と、この干渉の主な要因である量子ポテンシャルを
示している。これらの結果について、図 3(下)に示
した解析解と比較したところ、非常によく一致して
いることがわかった。 

(4) 粒子の安定な移動法 

ここでは Bohm 形式で数値的に不安定となる
𝑅(𝒙, 𝑡)~0 で 𝛻2𝑅/𝑅 の計算をしなければならない
という問題がある。これを解決するために以下 2つ
の手法を導入した。これらの手法により時間発展に対して堅牢な解析法となることがわかった。 

① 非常に大きな 1 つの Gaussian 波束とスリット放出された干渉する波束との線形結合につい
て時間発展を行い、別途計算しておいた 1つの Gaussian 波束の結果を差引くことで、干渉を安
定に表現することができた。これにより上述の 𝑅~0 近傍での数値的な不安定を取り除くことが
可能となった。もちろん別途、大きな１つの Gaussian 波束の時間発展の計算を行っておく必要
がある。 

 

 

   

図 3. 二重スリットによる干渉。電子密

度(上)および波束の干渉の様子と量子

ポテンシャル(中)、この干渉について当

該する解析解(下)。  



② 干渉が発生する場所付近では粒子が非常に疎あるいは密に偏ることが起こる。粒子法では粒
子が接近し過ぎる場合や粒子間の距離が極端に広がる場合、微分の精度を電子状態計算レベル
の精度に解析に保つことは難しい。このような状況を避け精度を上げるため、粒子の分布が疎な
場合は粒子の追加を行い、粒子の分布が集中している場合には粒子の消去を動的に行う手法を
導入した。これは粒子があくまで計算点であるという特徴を用いたものである。 

 

(5) 調和ポテンシャルの中での波束の運動 

 上述の手法を用いて調和ポテンシャルの中での Gaussian 波束の運動について粒子法を用い
解析した。図 4は粒子の初期配置と波束の密度を表したものである。Gaussian 波束のある場所
にのみ粒子を配置した。また密度が高い領域に密に配置したものである。ポテンシャルの底を

(𝑥, 𝑦) = (2, 0) として時間発展をさせたものが図 5である。
粒子の速度を矢印で表している。Gaussian が変形すること
なく十分な時間にわたり時間発展を行うことが可能となっ
た。もちろん粒子を等間隔なメッシュ位置に配置してもラ
ンダムに配置しても時間発展を行うことが可能であった。
これは粒子間の制約がない粒子法の特徴によるものであ
る。 

調和ポテンシャルの中心に Gaussian波束を置いた場合、
時間発展をさせても Gaussian 波束とそれを表す粒子（計
算点）の移動は生じない。またポテンシャルの底のまわりを
運動させることも行ったが、同様に安定して時間発展を行
うことができた。 

 

以上のように、粒子法と量子トラジェクトリ法を組合わ
せることで粒子と量子波束の動きを的確にとらえることが
可能となった。今後はこの手法を用いて更に応用領域を広
げることに努めていく予定である。 
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図 4. 2D調和ポテンシャルの中での Gaussian波束の初期配置。

粒子配置と電子密度(左)および電子密度(右)。 
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図 5. 調和ポテンシャル内での

Gaussian 波束の振動。ポテンシャ

ルの底の位置は 𝑥 = 2 である。 
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