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研究成果の概要（和文）：数理ファイナンスにおける推定および数値解析に関する研究を主に３点行った。①ベイズ統
計量に対する近似式の真値への収束のオーダーをデータ数に対して与え、近似パラメータの選び方も理論的に与えた。
また、期待効用最大化問題に対するフィルタリングの効果についても考察した。②フラクショナルブラウン運動をファ
イナンスモデルに用い、マリアヴァン解析を使って、リスク指標の１つであるグリークス表現を与え、その効果を数値
実験により確かめた。③日本の株式市場における跳びの存在や分布の推定を行った。また、資産バブルの存在について
も考察した。

研究成果の概要（英文）：Three main studies on estimations and numerical analysis in mathematical finance w
ere considered. 1. A convergence rate to the real value of an approximation of the Bayesian estimator with
 respect to a number of data and choice of approximating parameters were theoretically given. Effects of f
iltering in expected utility maximization problems were also studied. 2. Using the Malliavin calculus, Gre
eks, which is one of risk measure, under a financial model with fractional Brownian motions were given and
 some effects were numerically confirmed. 3. Existence of jumps in Japanese stock markets and estimations 
of the distribution were studied. Existence of asset bubbles was also studied.
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
 
(1) フィルタリング理論は数理ファイナンス

やその他、多くの応用分野においてパラ
メータ推定の１つの手法として幅広く用
いられている。フィルタリング理論で最
小分散推定量として与えられるものが条
件付き期待値と呼ばれるものになる。線
形でノイズがガウス分布に従うときは、
解析的に計算する方法が知られているが、
非線形のとき条件付き期待値を近似し、
シミュレーションなどで数値を得る必要
がある。そのシミュレーション方法は多
数提案されている。しかし、それらが真
値に収束するか、どれくらいの速さで収
束するかなどが、数値実験的に確かめら
れている程度であり、理論的に確かめら
れていなかった。また、数理ファイナン
スの分野において、フィルタリングの効
果がどの程度あるのか十分検証が成され
ていなく、その検証を行う必要があった。 

(2) 数理ファイナンスの分野において、株価
やリスク指標であるボラティリティなど
を数理モデル化する際に、マルコフ性と
呼ばれる将来の変化は過去には依存しな
いという性質を持つ確率過程を用いるこ
とがほとんどである。しかし、いくつか
の実証研究論文で指摘されている通り、
将来の価格は過去にいくらか依存してい
ると指摘されているため、非マルコフ過
程に対する数理モデルに対して、数理フ
ァイナンスの問題を考える必要があった。 

(3) 株式市場の実データに対して、市場の特
徴を捉えるために多くの実証研究が成さ
れている。しかし、それらの論文の多く
は経済モデルで用いられる時系列モデル
を基本として行われている。一方、近年、
数理ファイナンスモデルにおいても、市
場の特徴を捉えるための統計的手法が開
発されてきているため、それらを用いて
日本の株式市場における市場の特徴を捉
える必要があった。 

 
２．研究の目的 
 
(1) フィルタリング理論のシミュレーション

アルゴリズムで広く用いられている粒子
フィルタ（パーティクル・フィルタ）と
呼ばれている近似手法に対して、その収
束の速さを表すオーダーをデータ数との
関係で理論的に与えることが最初の目的
である。理論的に与えることで、どのよ
うな仮定の下でそのオーダーが保たれる
かが明示的に与えられることとなる。更
に、近似の際の近似パラメータは経験的
に選ばれることが多いが、その点に関し
ても漸近的にどの程度の選び方をすれば
良いのかを理論的に与える。その後、い
くつかの例を与える。最後に、数理ファ
イナンスのポートフォリオ最適化問題に

おいて、フィルタリングの効果などがど
の程度あるかについて調べていく。 

(2) 非マルコフ過程であるフラクショナルブ
ラウン運動と呼ばれる確率過程を用いて、
株価やボラティリティ過程を与えてやり、
そのようなモデルの下で、数理ファイナ
ンスにおけるリスク管理指標の１つであ
るグリークスについて調べる。特に、マ
リアヴァン解析を用いたグリークス表現
は、通常のブラウン運動を用いたモデル
において数値計算上、非常に有用である
ことが知られているため、フラクショナ
ルブラウン運動を用いた場合に対しても
マリアヴァン解析を用いたグリークス表
現を理論的に与え、その有用性が引き継
がれるのかどうかを数値実験により考察
し、特徴などを調べる。 

(3) 数理ファイナンスモデルにおける実証研
究はどのようなモデルやノイズを株価な
どのモデルに採用すべきかを示唆する非
常に興味深いものである。特に、日本の
株式市場がどのような特徴を持っている
のかを調べることを目的とする。ここで
は、次の 2 つの特徴を調べる。株価など
に大きな変化がある場合、株価などのモ
デルに跳びを加味したモデルを採用した
方が良いのかどうかを、統計的検定を行
い、考察する。また、個別証券などに資
産バブルが発生しているかどうかを
Jarrow-Kchia-Protterの方法を用いて考
察する。また、市場の方向性の急激な変
化を加味するモデルの 1 つとして、ドリ
フト係数が不連続な関数を用いる方法が
ある。そのようなモデルを採用した際の
近似精度も調べる。 

 
３．研究の方法 
 
(1) 非線形フィルタリングのとき、条件付き

期待値をシミュレーションするために、
条件付き確率が必要となる。しかし、通
常、条件付き確率も未知のことが多く、
近似をする必要がある。その部分には核
型推定を用いて、推定する形で近似をす
る。また、データは通常、離散時間での
み観測されるものであるため、データは
適当な等間隔で観測されるものとしてフ
ィルタを近似する。これは粒子フィルタ
と呼ばれる方法である。このような近似
量に対して、ラプラスの方法を用いた漸
近解析などをし、データ数に対するオー
ダーを得る。その後、真値に収束するた
めの条件から近似パラメータの関係を導
出し、理論的なパラメータの選び方を与
える。また、応用に対する実験としては、
市場の方向性が不確定な株価モデル、フ
ァクタモデルに対して、対数型期待効用
最大化問題を考え、種々の状況下での効
用を解析的に計算できるときは解析的な
計算を行い、解析的に得られない場合は
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シミュレーションを用いて比較、考察を
行う。 

(2) 株価モデルとして広く用いられるブラッ
ク・ショールズモデルに対して、ノイズ
にフラクショナルブラウン運動を用いた
フラクショナル・ブラック・ショールズ
モデルを採用し、フラクショナルブラウ
ン運動に対するマリアヴァン解析、特に
マリアヴァン解析の意味での部分積分公
式を用いて、数理ファイナンスのオプシ
ョンに対するリスク指標の 1 つであるグ
リークス表現を与える。特に、デルタ、
ガンマ、ベガを考察する。オプションは
ヨーロッパ型やアジア型、また複数資産
の場合などを想定する。ここで導かれた
理論的表現に対して数値実験により有用
性を確かめるが、その際にフラクショナ
ルブラウン運動は通常のブラウン運動の
積分表現で与えられる表現を用いてシミ
ュレーションを行う。特に、ここではフ
ラクショナルブラウン運動のハーストパ
ラメータが 1/2 より大きい場合を扱う。 

(3) 日本の株式市場における跳びの存在に関
し て は 、 Barndorff-Nielsen and 
Shephard や Jiang and Oomen、Lee and 
Mykland などの方法を用いて大きい跳
び（ポアソン型のジャンプ）に対する仮
説検定を行う。また、小さい跳び（レヴ
ィ型のジャンプ）の仮説検定に対しては
Lee and Hannig の方法を用いて考察す
る。また、日本の株式市場における資産
バブルの存在に関しては、Jarrow, Kchia 
and Protter によって提案されている 2
つの方法（パラメータ法と再生核ヒルベ
ルト空間法）を用いて行う。ここでは、
リスク中立確率の下で割引株価がマルチ
ンゲールか真に局所マルチンゲールかで
バブルかどうかの判定を行う。 

 
４．研究成果 

 
(1) フィルタリング理論に対する近似精度に

関する理論的結果として、データを等間
隔で観測できるという状況を想定し、デ
ータは定常かつαミキシングという性質
を持つとし、更に推移確率密度関数は核
型推定法とモンテカルロ法で近似した際
に、データ数の平方根のオーダーで真値
に収束することが示された。また更に、
モンテカルロの回数とオイラー・丸山近
似の時間刻み数に関する真値に収束する
ためのデータ数との関係性を与え、経験
的に選ばれてきたモンテカルロ法の回数
やオイラー・丸山近似の時間刻み数を理
論的に与えることに成功した。データ観
測の設定に関しては、他の場合も考えら
れ、今回の結果を基に今後の広がりが期
待される。また、数理ファイナンスにお
けるフィルタリングの応用として、期待
効用最大化問題を考察した。株価過程に

は、株価の方向性が外生的な影響を受け
ると想定したファクタモデルを採用し、
ファクタにはオレンシュタイン・ウーレ
ンベック過程を用いた。この際に、ファ
クタが直接観測できる場合と観測できず
フィルタリングを用いて推定しながら投
資に利用する場合、推定をせず投資をす
る場合を想定し、期待効用にどのような
影響を与えるかを可能な限り理論的に考
察し、理論的に計算できない部分に関し
てはシミュレーションを用いて、数値的
に考察した。効用関数としては対数効用
を用いた。当然の結果ではあるが、ファ
クタの情報が得られる状況の投資家が最
も効用を大きくすることができる。一方、
ファクタの情報が得られない投資家でフ
ィルタリングを用いてファクタを推定し
ながら投資を行う投資家とファクタに自
分の予測値を用いて投資を行う投資家で
は前者の方が効用を大きくできることが
示された。その差がモデルパラメータに
対してどのように変化するかも数値実験
を中心に考察した。また、これらの数値
実験の中で、フィルタリングを用いてフ
ァクタを推定しながら投資をするという
投資家のポートフォリオが極端に小さく
なることが少ないという当初想定してい
なかった結果が得られた。この部分に関
しては理論的考察を中心に、今後も研究
していく必要性が感じられた。 

(2) フラクショナル・ブラック・ショールズ
モデルに対してマリアヴァン解析を用い
たグリークス表現を与えた。より具体的
には、ヨーロッパ型オプションに関して
は、デルタ、ガンマ、ベガの 3 種類の表
現を与えた。2 資産のヨーロッパ型オプ
ションに対してはデルタとクロスガンマ
の 2 種類の表現を与えた。アジア型オプ
ションに関してはデルタの表現を与えた。
また、これらに関する数値実験では上で
得られた表現とそれらにローカライゼイ
ションと呼ばれる手法を併せたもの、数
値微分で一般に用いられる有限差分法の
3 種類の方法を用いてシミュレーション
を行い、比較をした。その結果、通常の
ブラウン運動を用いたときと同様に、ペ
イオフ関数が不連続な場合にはマリアヴ
ァン解析を用いた方法が有限差分法に対
して非常に有効であることが確かめられ
た。また、ペイオフ関数が連続な場合で
は、マリアヴァン解析を用いた方法と有
限差分法ではシミュレーションの精度は
似たものであったが、マリアヴァン解析
を用いた表現にローカライゼイションを
併せた計算手法では非常に効果的に計算
できることが示された。今後は株価過程
に確率的ヴォラティリティモデルを採用
し、そのボラティリティ過程にフラクシ
ョナルブラウン運動を用いたモデルにマ
リアヴァン解析を用いたグリークス表現
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を与え、同様の数値実験を行うことが考
えられ、更なる研究の広がりを見せるこ
とが期待される。 

(3) 日本の株式市場における跳びの存在に関
する研究では、Barndorff-Nielsen and 
Shephard や Jiang and Oomen、Lee and 
Mykland の方法のいずれの場合におい
ても、企業などには依るもののポアソン
型のジャンプの存在が確かめられた。仮
説検定を行う際のデータはリーマンショ
ック時を中心としたデータを用いた。ま
た、Lee and Mykland の方法では跳びが
あった時間を特定することが出来るため
跳びのサイズの分布や跳びが起こる頻度
に対する分布に対して核型推定法を用い
て推定した。更に、株価ではなくボラテ
ィリティに対しても同様の仮説検定を行
った。ボラティリティは複数の推定手法
を用いて推定したものを用い、各場合に
跳びが存在するかどうかを検定し、跳び
のサイズ分布や頻度の分布を推定した。
最後に、Lee and Hannig の方法を用い
て小さいジャンプと呼ばれるレヴィ型の
跳びの存在について検定を行った。こち
らもいくらかジャンプを検出する結果が
得られ、それらのサイズの分布や頻度の
分布を推定した。これらの結果は統計量
に因るものであることは注意しておく。
次に、経済全体のバブルではなく、個別
株などのような単一資産に対する資産バ
ブルについては、Jarrow, Kchia and 
Protter の 2 つの方法を用いて、日本の株
式市場で検出されるかどうかの数値実験
を行った。1 つ目の方法はパラメータ法
と呼ばれ、ボラティリティがパラメータ
を用いて表されるある関数のクラスを特
定し、そのパラメータを推定することで
リスク中立確率の下での割引株価がマル
チンゲールか真に局所マルチンゲールか
を判断し、資産バブルかどうかを判定す
る方法である。この方法を用いていくつ
かの資産バブルと思われる株価のデータ
が日本の株式市場に存在することが確か
められたが、安定的な結果は得られなか
った。他方、2 つ目の方法は再生核ヒル
ベルト空間法を用いた方法で、この方法
では比較的安定的に日本の株式市場にお
いて資産バブルの検出が成された。ただ
し、ここでもこれらの結果は統計量に依
存することは述べておく。最後に、株価
がある閾値を超えた際に急激に変化する
現象があるが、そのような現象をモデル
化する一つの方法として、ドリフト係数
に不連続関数を持ってくる方法がある。
そのような確率微分方程式に対してオイ
ラー・丸山近似を用いて近似した際の、
弱近似のオーダーを与えた。今回得られ
たオーダーは数値実験的に最適なもので
はないと考えられるが、このような試み
は初めてであり、今後、より良いオーダ

ーを得ようとする理論研究は多数成され
ると想定され、今回の結果はその最初の
一歩を与える重要なものとなると考えら
れる。 
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